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¿zÀ �B�����q�n���F���{�MÁ¢�;�4���;¦Â¨ª§Ã� À �M��¨¢� À °�����¨ª�4�t�F���{�J�QÄJÅ8³kÆ ÇÉÈËÊTÌk�ÎÍ1��� À � À �M���;�E��Ï
���E��¦��{�m��� ���;�E��ÏÐÊ���Ñª�<�n��Ñª�q�n�Ò�ÐÓrÔFÓuÕz³I�{�-���;Ñª�<�F����¨¢�J��� À �m�E�A�{�Ë�����;���;�����9�/�{�/� À ���Ë���FÏ
���;�;²×ÖØ���*���-���;�4����Ñ��n���{¨ª�i�m¨¢�������O���;�*� À �EÍg¨ª��Á#¤G���������q�F���9�Ò���Ò� À �

Parts I − III�xÈgÙOÙª����¡¢¡�«¢¤r�ÛÚn������Á����Z�ÛÈgÙ-Ù¢����¡ª¡�«ª¤uÈgÙOÙª���n�Z�Û�ÛÚn������Á��ª¡ª¡��¢³�¤ZÍ À �;�4�Ü� À �
§q���Z�Z�n�E�;�-�t�n¦��*¨ª§ËÝØÆÞ�n���E¨ª��� À �;���{�¯�O°������M�ß�m�Ü���$�����;���������tà-���;¦ß�F���9�$�m¨O¨ª���������F���;�
Íz�;�4�Â�����;���;�-���9�u¤��n�Z�u¤F¨ª�k� À �F�~���n�����9¤5� À �ÃÝØÆ$��á���¦��{�m���âÏÉãÂ��¦��;���ß�n�D�n�Z�A���;�E��Ïä���E��¦��ß�m���
�äÓuÔ9³zãÂ��¦��;���ß���/���;�4����¨ª���1¨ª§?Æ ÇÉÈËÊTÌk��Íz�;���å���m�¢�;¦{¨ª���9�u²
��Çâ��Ê À ���~���9�m¨ª�E�Â� À �Â��¨¢����¦ß�n�~�{�-���;Ñª�<�F����¨¢�å��� À �;�M�a���*��¦�¦O�����ª���Z���9�kÍz�5�F� À �;�T§©¨ª����Ï
�9�n�4� �4°��4���;�E�1����¦ß���4�1�ÐÍz¨¯���9�9�����;�9² ¿zÀ �Ü�¯�n���Û�����ª���-�<��Ñª�Ü¨ª§Ã��Çâ��Ê��`�{���m¨¢�M�����4��Ï
��¨ª�*Í ��� À �m¨¢�M���m������Ñk��� À �;�E�m�?¦{��Á¢�æ� À �1��Ç�ãÂ��¦��;���ß�n�M��� À �m�E�z¨ª�G�����E��Ïä����¦����4Ïä��á���¦��{�m���
��� À �m�E�F³Ã���æ� À �ç����Ñª����¥��9������¦�°e�;� À �n�Z�m�9��¨5���;�<�n¦�¦u�m¨ª�E�����t�F����¨ª����¦r�mèB�m���;�Z��°�¤OÍ À �{� À
���*��� À ���m�¢�9�\� À �4¨¢��Ñ À ���������<�������ß��¦ÂÑ������é���×�O���E�;�4�ß�9�n¦Â�4�t�n����¦{���É°×�F�A� À �M�{���m���5�n���9�
���{�M�A�4���;�T²
¿zÀ �ç��Çâ��ÊrÏÐ�{���;¨ª¦�¨¢Ñ�°M��¨Ü���-���mÑ¢���n���1� À � À °����4¨¢�4�<�n���{�Ü�QÅ\Ó~³?���4�{�M�������¢�1�9ê-���F����¨¢���I�O��Ï
�M�;���{�9��¦�¦�°$Í1�n�ë¥Z�4���M����¨ª��¨ª���9�i�-°iÈg¨¢���;�â���â«9­ªì�«ª¤ «;­¢ì¢�¢³�¤?Í À ¨×����¨����;�9���9�}§q��¨ª�
�n�é�5�n��¦����;�å��¨¢�����������E��á����;�����;�Z�m�MÍ1��� À � À �e��ÇçãÂ��¦��;�4�q�n�é�<� À �;�E��í�²EÌ����n��¨O�m¦{�����{�ª¤
�*��¦�����ÏÐ¦��m�¢�;¦�¤�Æç�*���4�{�M�������¢��Ïä�9ê-���F����¨¢�T¤ª� À ���;�tÏä���{�M��Ïä¦{�m�¢�;¦���Çâ��Ê��E¨O���;¦OÍ1�n�?¥Z�4�4�a������Ï
���;�-���9�E�-°BÈg¨¢���;�â�5¤¢îÃ�;�Ø�n�Z�eÈg�{� À ���D�â«9­ªì¢£�³t²?ÌØ�e�n¦����;�4���n�����¢�ç��������¨��ª� À Í ��� À �äÍg¨nÏ
���{�M��Ïä¦{�m�¢�;¦z��� À �;�M�¯Í1�n�E�������;¦�¨¢���9�i�-° ¿ �;�E���;�4��¨¢�"�n�Z�ï�-�<������§©¨ª�4� À �â«9­ªì�ð¢³t²ÒÇä�
¨ª���;�<�F����¨ª����¦z§q¨¢�4�9�9���4���5¤I��Çâ��ÊñÍË���ë���E��¦��;�E�m�-���9�ò���ò� À ���M�ß����¦{��¨ª§Ë� À ���������m�����;�
¨ª§a� À �ë¦q�n�4�å�m�;�-�����4°�²åÌg�åãIóz��ôRõï� À �D�äÍg¨nÏ������E��Ïä¦��m���;¦a��Çâ��ÊòÍ1�n�k¨¢���;���n���{¨ª���n¦{¦�°
¦ß�n���Z� À �9�E����«;­ª­�£E��Èg���<� À �{�Ë�m�æ�n¦~«;­¢­¢£�³t²?õZ¨ª�IÆ ÇâÈËÊTÌk�$¤�� À �g�ÐÍz¨�Ï����{�M��Ïä¦{�m�¢�;¦#��Çâ��Ê
��� À �m�E�eÍË�n�M���-���4¨����Z�m�;�}��°}���9ö ¨¢���n¦{�"���Z�"ÆØ�n��Ñª�;�^�â«9­ª­��¢³�¤I�n�Z�i§©���â� À �;�M����Ï
�¢�;¦�¨¢���9�$�-°Ò���9ö ¨¢���n¦{���4«;­ª­�£¢³�²JõG�����n¦{¦�°�¤a���9ö ¨ª����¦{���4«;­ª­¢ì�¤z«9­ª­¢­�³å�9�n���4�{�;�Ò¨ª���
�M§©���â� À �;� �tá����;���������Ü���-���;�4����Ñ��n���{¨ª����¨B���E����¨5���A� À �*���;���n�4�������Ü��¨¢���-�Ø�m�ª��¦����F����¨¢�T²
ö �m�¢�;¦{¨ª���9�E�-° À ������¨ª��Ïä�����;���n�������1���;���n�4�������1��¨ª���-�æ�9�n¦{�m��¦q�F����¨ª���n¦�Ñ¢¨ª����� À �÷�{�I�����âÏ
�4�;�-��¦�°����������Ü�n�g� À �A¨ª���;�<�F����¨¢���n¦�Æ1ÇâÈËÊTÌk�$²
¿zÀ � ¥Z�4�4�gÝØÆÜ¤-§©��¦�¦�°¯�m¨ª�E�����m��������¦��M�`��²ø�¢²G�¯��Á-�{��Ñ*����� ¨¢§T�m¨ª�E��¦��m���¢¤O��¨ª��Ïä�����E��¦���¥Z�9�
���m��¨¢§D��°����n�E�{�\�9ê-���F����¨¢���t³���Çâ��Ê�ÍË�n�J���4¨¢��¨ª���9�ù�n¦{�4�5����°(���÷«;­ª­¢¡^� ¿ ����Ñª���;°�¤
Èg¨ª���;�4�Û�n�Z�ùÊ��n���������¢¤M«9­ª­¢¡�³�¤k������§©¨ª�J¨ª���;�<�F����¨ª����¦Ü§q¨¢�4�9�9���4���{��Ñï��� À ���JÑ-�n�{���9�
�M¨¢�E�m�-�����Î�����4�{��Ñ8� À ��¦ß���4�ë°¢�5�n���ë�{�}��¨¢�����9�t����¨¢�òÍ1��� À �E¨����;¦æ���<�n����������¨ª�}���-��¨
ÝØÆzÏä���;��¨¢¦������{¨ª�J��¨¢�B�����T²
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ÌË���q�n���F���{�Ø��°��Z���E�{�m�9¤��n����¦��{�;�¯�{�e�m���4���;�-�zÝØÆ^��Çâ��Ê8�<� À �;�E�¢¤-�{�Ã� À �SRUTWV<X3Y[Z]\_^`Y'a
�qô À �����A«;­¢ìª­-³t¤�Í À �{� À ���m�����;���;�-���Ã�Ø�����E��¦���¥Z�9�ë�¢�;������¨¢�M¨ª§��m¨¢�E��¦{�m���1ÝØÆ"�����;����������Ï
�m¨-¨ª���������n���/�;ê-���n����¨¢���9²$Èg¨¢��Ñ À ¦�°Ò�����5��Á-�{��Ñ�¤Â� À �¯ô À �������M¨����;¦æ���D� À �������E��¦��;�4�
Ñª�;���;����¦��cb5�n���{¨ª�ë¨¢§�� À � À °����4¨¢�4�t�F���{�ª¤��������E����������Ïä�9ê-���F����¨ª�T¤ª�����;���������tÏÉ��¨O¨ª���������n���g��°-Ï
���n�E�{�m�kÍ À �ß� À ���Z�m¨ª����¨ª�<�F���;�A� À �M�¢�;�4���{�9�n¦Â�E¨¢�M�;�-�������9ê-���F����¨¢�Ò���Z�Û�t�nÁ¢�;�A���;�ÉÏ
���ß�;��¦G���;�m�;¦��;���n���{¨ª�8���-��¨¯�m¨¢�����{���;���n���{¨ª�T² ¿gÀ ���ç��¦{¨ª���;���;��� ��¨�Æç�/�M¨����;¦~�¯��Áª�;� ���ëÏ
��¦��;�E�m�-�t�F����¨¢�(¨ª§DÝØÆ¬��°��Z���E�{�m�/�{����¨}��á��{�4������ÑïÆç�ï�;�-������¨ª���E�;�-��¨ª§DÆ ÇÉÈËÊTÌk�
���n� À �;���4���<�n��Ñ À ��§©¨ª�âÍË�����u² ¿gÀ �8ô À �����\�E¨O���;¦k���;�����ª�n���{¨ª�(§©��¨ª� Ñ¢�m���;�<�n¦k�m¦q�n�4���{�
���4�;����������ÏÐ�m¨-¨¢�����{���F���Ø�9ê����n���{¨ª���ÃÍ1��� À ���m�<�m�4��������¨¢�e¨ª§u�¯�����eê-���n¦{�������;�æ���æ�����m���;�����9�
���/���m�t�n��¦r�{�×��ÈgÙ-Ù¢� �ª¡ª¡�«5³�²?ÌØ�g�m¨ª�E���n������¨ª�¯Í ��� À � À �ç�táZ�ª���1�n���n¦�°-���{�9��¦r��¨¢¦������{¨ª���
�xÈgÙOÙª� ���Z���8Ú�������Á×«;­¢ìª­�³�¤����Z��Í ��� À � À �ed §©��¦{¦�dZ�;¦ß���4���{�å�E¨O���;¦I�xõ����;�Z� À ÝØÆ ÌØ¦�Ï
��������³ ¨¢�Û� À �ë��¨ª��Ïä¦{�����5�n�k���m���gfZ¨5Í1� À �9�¢�E���;�M¨¢���4�����n���9�}���8Ú�������ÁÛ�ª¡ª¡!h-³t¤u� À �;���
���I��¨*¦ß�n��Ñª�ç���ji#�;���;�Z�m� ���m�ÐÍz�;�;�kd �táZ�ª���æ��°����n�E�{�m�_dO���Z�E� À �Ëô À ����� �E¨O���;¦��4�;����¦����9²
¿zÀ �eô À �����/�M¨����;¦ À ���M���m�;� �n¦����5����°}�n����¦��{�9�ÒÍ ��� À ���Z�m�m�;���E��� À �;�4�m��¨ª§©¨ª��������Ï
�¢�;¦�¨¢���9�¯� À ���;��Ï������E��Ïä¦��m���m¦�¤���á���¦{�{�m���4ÏÉãÂ��¦{�;�4�q�n�é�x�ÛÚn������Áe�n�Z�/ÈgÙOÙª� ��¡ª¡�«5³�¤��n�Z����Ç
ã?��¦{�m���ß���é��ÈgÙ-Ù¢��¤Z�8Ún������Á��ª¡ª¡���¤Z�8Ún�����{Á�¤�ÈgÙ-Ù¢��¤�ÊT� À �n�¯�¢�ë��¡ª¡`h�³I��� À �;�E�;�9²ÂÇä�
� À ¨¢���a�E¨����;¦��9¤ª�n�D������������¨¢���n¦��n������¨9á����¯�F����¨¢�Ü¨ª§�� À �Ã������§`�ª���Ã�����;���������I�ª�:lÉ���4���E�;���
ÍË�n�ç���-���4¨����Z���9�u¤�Í À �{� À Ñ��;���*���5�n��¨¢����¨e�9��¦�¦�� À �F�A�n������¨���� À d �n���;¦ß�n�����ß�*�����;���������
�m¨-¨ª���������n�����M¨����;¦�d{¤I���ë� À �J�ª��¨¢���4���{�e���<�;���;¦�¦�����ÑÛÍË�9�¢�;�DÍz�;�����m¨ª�E��¦��m���;¦�°ò�;¦����E��Ï
���F���;�é§q��¨ª����°����n�E�{�m�nm5²¯Çä�×� À �B�m�����4�;�-�DÝ Æ ��Çâ��Ê �M¨����;¦x¤TÍz�ëÍ1�{¦�¦a���;�4��¨ª���ë� À �
��¨ª��ÏÉ���6lÉ���4���9�$�����m�������4�B���4�5�n���E�;�-�*¨ª§z� À �¯¨¢�4��Ñ¢�����n¦Ãô À �����B�E¨����m¦�¤�Í À �ß� À ¤ À ¨9ÍËÏ
�m�¢�;�9¤��m¨ª��¦ß�é���B������¦{¦Ã�9��¦�¦��9�od ���;�E��ÏÉ�n���;¦ß���4���{�!d~���9�9�n�����¯���*¦ß�ª��ÁO�Ü�{�-���;�����n¦æ���m¨ª���4���{�
�M¨����å�����A��¨E��¨¢�OÏÉ�����¢�;��Ñª�;�Z�m�å¨¢§�� À �4�;��ÏÐ���{�M�;�����{¨ª���n¦I��pNqJ³I�¢�;¦{¨O�m���É°��{�������;����������Ï
�m¨-¨ª���������n���;�9²
¿zÀ �B�¯�n�{�$�4�5����¨ª�Ò§q¨¢�*���{���9�n��������Ñ�Í ��� À ������§`�ª�m�B���4�;�������4�����6lÉ�������E�;�-�AÍ1�n�å� À �F�
� À �M���E��¦��{�m���A�����5�F���E�;���A¨¢§Ã¦{�����5�n�å���m���;¦�¨ª���E�;�-�A�{�$��Çâ��Ê ��¨O�;�A��¨��å���;ê-�������M���Z� À
�n�8�n�����4¨5á����¯�F����¨ª�8�n�-°��E¨ª���¢²aÌË�6lÉ���4���E�m�-�1���Ø���������n¦�¦�°��;�����;�����ß��¦T����� À �A��á���¦��{�m���4Ï
ã?��¦{�m���ß���ù��� À �;�E�\Í À �;���$���J°����;¦ß�������{Ñª����¥��9�n�-�8Ñ¢�4¨5ÍË� À ¨ª§M�m¨ª�E�����t�F����¨ª����¦å�mèMÏ
�m���;�Z�t°-¤���á������;�����9�E���M� À �Ë���Z�m�4�5�����Ë¨ª§u�ª� À �{�m�ª�n��¦��Ë�����E�Ë�4���;�T¤�Í À ��¦��1���M� À �Ë���E��¦��{�m���
��� À �m�E�;�9¤a� À �������E��Ïä�4���;�}�4�{���/���B�ª� À �{�m�¢�9�}�-°Ò¨ª� À �;�9¤Ã���Z���;���m�Z���;�-�B�E�9�����J�jlÐ���4�
��°Û���E��¦��ß�m���A���4�5�n���E�;�-�A¨ª§I¦��{���5�n�A§©¨ª���m�;�t³�²M�J¨¢�4�E�m¨¢�����{���;������¦��E���5�n��¨¢�u¤ À ¨9Íz�m���;�;¤
ÍË�n� � À �Ü��á����;�����E�;���t�n¦{¦�°J�;�4�t�n��¦��{� À �9��§Q����� � À �F�k��°O�����M�ß�m�1Í1��� À � À �D�ª�:lÉ���4���E�;���
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&ëÿäü5þt���8&"M
�:�����_u)�"@uÿ�þâý��F���_�"��� u�&wvx���5þ��A���`ÿ���� vN�Qþâý-�mþ�#y�:�E�%#������xþâý-�����Éþ MC���E�øÿ�������� @´ÿ�þ��
���"��@z�:�Qþ�#5�{� ÿäü����5þ��A���`ÿ����8�øÿ<&9���mÿ�þâý��Fýxþâÿ���ÿ����"���|�����xü:�����G�/�e���"�"��þ/�Ðÿ��G�"�t*c�8� �:�`ÿ3����ÿ�ýxþ�@´þâý�þ����Éþ}#5þ������øÿ<&
ρ = const

1���ý�#5þâþ��J�8� �"��þ/�Ðÿ��G�"�~*c4_�5þ�#kýxþ�@�þâýxþ����âþ9#Fþ������ ÿ<&
ρ = ρ0(z)
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�n�����4¨5á����¯�F����¨ª� �B�9°i¦��5�ª�}��¨Ò�é���{���m¨ª�-�����O�����É°}¨ª§ç��¨ª� À °����4¨¢�4�<�n���ß��Ñª�;¨¢��¨����m�-���ß��¦
¥Z�m¦ß�é�F�å������§Q���m�¢¤rÍ À �;�×� À �ë�����E�M�4���;�×��á��m�;�9���A� À �E�m�4�����ß�;��¦c�F²ëõG�����n¦{¦�°�¤T� À �ë��¨¢��Ï
���6lÉ���4���9�u¤���¨¢�OÏÐ�����E��¦���¥Z�9�$�M¨����;¦a���Ü�����E��¦��;�A��¨����5�n¦?Í1��� À ���é� À �B§q¨¢���B��¦Â��¦q�n���¢²
¿zÀ ���9¤�� À �A��¨ª��ÏÉ�ª�6lÐ���4���9�������4§Q���m�å���4�;���������A�m��¨ª¦{������¨¢���{�Ë���;�4��¨¢�4�9�/�{�/� À �{�Ë���n���;�9²
ÌØ��¨ª� À �;�1�¯�:lÉ¨ª�1��¨5���;¦��É°��m¨ª�����{�4��� �����M¨�����¥��9�F����¨¢��� ¨¢§GÑ¢�m¨¢��¨����;�-���ß��¦G�n�Z�J������§`�ª�m�
���4�;���������ë���4�5�n���E�;�-�A���4�{¨ª�k��¨J�������m���m���Kb9�n���{¨ª�T² ¿zÀ �M���;��������¦?���;§q�;���;�Z�m�M�4�t�F���;�Ü�n���
���������<�������9��§q��¨ª� Ñª�;¨ª��¨ª���;�-���ß�n¦?���Z�������4§Q���m�*�����;�������4�*�{�J� À �Ü�¢�;�4°����;Ñ¢����������Ñ�¤r���
� À �Û�m¨¢�������O��¨ª�����9ê-���F����¨ª������¦��4�5�ª��°�¤1�m¨ª��¥Z������Ñò� À �������5�F���M�;�-�¯��¨Ò�m��¨ª¦{�����{¨ª��¨ª§
Ñª�;¨ª��¨ª���;�-���ß�n¦T���Z�e���4�;���������[fZ�Z�������n���{¨ª���9²aÇÐ���;¨ª¦�¨¢Ñª�ß�;��¦�¦�°e� À ���1�n������¨���� À ���g�����E��¦q�n�
��¨�d ãÂ��¦��;�4�q�n�J�ª���¢�9������¨ª��¨ª§�¨ª��¨ªÑ¢����� À °Cd��E��� À ¨��e�-°/Èg�{� À ���å���Z� ¿ �n��Ñª���9°Û�4«;­¢­ª±-³t²
Æ1¨9Íz�m���;�;¤a�{�i� À ���m�������;���M���4�5�n���E�;�-�9¤a� À �/�E¨�����¥��9�F����¨ª�"�{�B������¦{���9�}���;§q¨¢�4���n�-°
�������m�������cb5�n���{¨ª�T¤�Í À �{� À �4�;§©�;�4�*��¨�Ñ¢�;���m�<��¦����É°$¨ª§g����� À �n�}�n������¨���� À ² ¿zÀ �/�n��� ¨ª§
� À � �M¨�����¥��9�F����¨¢�¯���I�;¦{���E�����F����¨¢�¯¨ª§u¦ß�n��Ñª�¢¤���°����n�E�{�9�n¦{¦�°E�������������1¥Z�m¦ß���9¤-¨ª� À �;�âÍ1�����
lÐ���4�1���;����Ñ¯�ë��¨¢�����m�A¨¢§G�ª����������¨ª����¦T��¨ª�{���A�{�/� À �k�O���E�;���{�9�n¦T��� À �;�M�¢²
¿zÀ � ¦ß�n���I�E¨O���;¦�Ïä�����9����¥��1�E¨�����¥��9�F����¨ª�T¤-°��m�I��¨ª�Ã� À �1¦{�5�n�4�æ¨ª���¢¤-���Ã� À �Ø������¦{�{�9�F����¨¢�
¨ª§ À �;��Ñ À �4ÏÐ���;���;�����;�-�Ã�4�;§©�;�4�;�Z�m�z���;�E���;���n�������

T 0(p)
��¨ªÑ¢�m� À �;�GÍ1��� À � À �Ë�ª�;�m¨ª�E���5Ï

��°��{��Ñ À �m�{Ñ À �4ÏÐ���m�#�m�Z���;�-�k���m§©�;���;���m��Ïä�4�t�n���~�I�4���-�4Ï��AÚn���<Ú�¦ßÚ¯§q���9ê-���m�Z��°
N(p)

¤���¨ª� À
Ñª��������Ñ\�{���m���5�n���9�i�4�t�n����¦{���É°�¤Ã�n�ë� À ����¨ª��Ïä¦{�����5�n�ë���;���{������¦��B�n�����M�{�����E�cb;�9�ò���ò� À �
�¢�;�4���ß�9�n¦~���m�¢�;¦�¨¢���E�m�-�1�9ê-���F����¨¢���5²
¿zÀ �\ÝØÆ��E¨O���;¦k��¦���¨ªÑª�m� À �;�/�n���E�e��¨ò���×�n�ñ¨¢�4Ñ-�n���{�\�����ñ�4��������Ñ À ��§©¨ª�âÍË�n��� ��áOÏ
���;�����{¨ª�ñ¨¢§k� À �×ÆØ����Çâ��Ê��m¨ª������¨iÝØÆ����m��¨ª¦�������¨¢���5² ¿gÀ ���9¤g��á��m�;���e� À �Û���;�m�;�âÏ
�<�n�4°e�E¨�����¥��9�F����¨ª���1¨ª§G��°����n�E�{�k�9ê-�Z�n���{¨ª���9¤���¦��E¨ª�4�Ø�n¦�¦u� À �A�O���M�;���{�9��¦u��� À �;�E�k�{�
�B�����-�t�n�����9�J§©��¨ª� � À �DÆç�/�Z�����m�-�5² ¿gÀ ��� �{���m¦{�Z���m�Ø� À �Ü�����Ü¨¢§�� À �å�äÍg¨nÏ������E��Ïä¦��m���;¦
���{�M��Ïä�����;��������Ñ¯Í1��� À � À �ë�m¨ª�E��¦��m���D�¯�n�{�����;���n�Z�m�D¨¢§Â� À �ë���;���n�4�����4�D��¨¢���-�A�9�n¦ß����Ï
¦ß�F����¨¢�×����¨O�m�9�����4�;�¯�����9ö ¨ª����¦{�}«9­ª­¢ì�¤a«9­ª­ª­-³k�n�Z�\���-���;�4��¨¢¦ß�F����¨¢�é�4¨¢���������;�9²ëÌØ�Z�r¤
¨ª§a�m¨ª�������¢¤�� À �D���ß���Z�n���{�*�m¨¢�������;�����n�4�9¤r��¨¢��������������Ñe� À �*��¨�ÏÐ�9�n¦{¦��9��d � À °����{�m��d{¤ZÍ À �{� À
��� ��¨��ç�m¨ª�Z�m�;�4�8¨ª§a�����ß�����F���{�*�m¨ª���*���m���;¦�¨¢���E�;�-�5¤���� �¯�n�{���t�������9�J���-��¨¢�Z� À �9�u¤#���Z�
���Ë¨F�¢�;�4�<��Áª�;��§©�4¨¢� Æç�e�E¨����m¦rÍ ��� À ¨¢���Ø�n�-°/� À ����Ñª�*�n�Z�/�E¨�����¥��9�F����¨ª�T²
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óI¨ª�Z�m�;��������Ñ�� À �E���n���{�M�9ê-���F����¨¢���5¤��n�kÍz�;¦{¦Ã�n�å��¨��t�F����¨¢���5¤T� À �{�å�Z�����;�A�{�*���������9���
���Z�;���;����¨ª� ¨¢§G� À �Ü���n���;���ë�xÈËÙ-Ù¢��² ��¡¢¡�«ª¤r�8Ú�������Á��n�Z�ÛÈgÙ-Ù¢��¤r��¡¢¡�«¢¤r�n�Z�ÛÈgÙ-Ù¢��¤
�8Ún������Á���¡¢¡¢��³t¤r������Á¢�;�;���1��¨B� À �*Ñª�;���;����¦GÆ ÇÉÈ1ÊTÌk�
�4�t�n�Z�Z�n�����ë�x�Û�n�O���n¦I«9­ª­¢±�¤
�8�n�O���n¦G�ª¡ª¡ � ³t² Æ1¨9Íz�m���;�;¤�§©¨ª� ���5�����;�'d �Ø�5�n���å� À �Ü�������{�Ü���m¥Z��������¨¢���ç¨ª§Â�m¨ª�����<�������9¤
�ª�n���ß����¦��;�9¤�¥Z�;¦{���Ø�n�Z�/¨¢���;���n��¨¢�4�Ø�n���A�����E�¯�n�������9�/���JÌ �����;�Z����áé«ª²

�E�8�  ¢¡N£�¤�¥�¡§¦¨¤ª©F«[£�¬®­I¥D¯|£�©9°t±

Çä�¯� À �ç�m¨¢�-���{�-��¨¢���æ�����;����������ÏÐ�m¨-¨ª���������n���k�9�n���¢¤O� À �Ø�������{�Ø�9ê����n���{¨ª���z¨ª§u� À �1ô À �����
�J¨O���;¦D�n���$�����;���;�-���9� ����� �m¨ª�E���4� À �;���������;¦�°ù�������m�������9�^��� ¨ª����§©¨ª���M�;�����n���;�
�xÈgÙOÙª�J¤Z��¡¢¡�«¢¤��9ê-���F����¨¢���Ü�-h�² ��³�³t² ¿ Íz¨M�������4�t�n�-���ß��¦T���ji#�;���;�Z���;�gÍ1��� À � À ¨¢���A�9ê����FÏ
���{¨ª���a���M� À �Ë�m�����4�;�-�Ã�9����� �n���ª¤¢¥Z���4�5¤ª� À �Ë�����Ë¨ª§#§q��¦{¦x¤��m��¨ª¦�������¨¢���n¦Z������§`�ª���1�����;���������
�9ê����n���{¨ª�T¤?�n�Z�u¤����9��¨¢�Z�u¤��E¨O����¥Z�9� À �n�Z��¦��{��Ñ8¨ª§zÑª�;¨¢��¨����;�����ß��¦æ���Z�é������§Q���m�B�����;�âÏ
�����4�¢²

²C³-´N³�´ ÓLµ{¶�·�¸>¹!ºk»�¶_º½¼�¼_µ{¶_º¢º½¾�µL¸|¿:À�ÁIÂ

¿zÀ �A���;���n�4�������k��¨ª�{���Ë�9ê-���F����¨¢�/§©¨ª�g�����4§Q���m�k�����;���������k���z� À �A�m¨ª�-���{�-�����Ð°e�9ê-���F����¨ª�
���
η
àO�m¨O¨ª���������F���;�

∂m

∂t
+∇ · (mv) +

∂mη̇

∂η
= 0,

Í À �{� À ¤O���¯� À �1���;�4���ß�;��¦�¦�°¯�������m���m���ç�9�n���ë�
m = ∆kp/∆η

³�¤O�9���¯���Ø���4�;���;�-���9�8���n§q���;�
¨ª�E�������{��ÑM¨¢§��m¨¢���4�<���-�

∆η
�m�¢�;�4°-Í À �;���F³

dhk∆kp

dt
+ ∆kpDk + ∆k(mη̇) = 0, (2.1)

Í À �;���
Dk = ∇· vk,

dhk
dt

=
∂

∂t
+ vk∇.Ý1¨����/� À �F� À ¨ª���cb;¨¢���t�n¦Ø�����¢�;��Ñª�;�Z�m�����ï� À ���e���m¥Z�������{¨ª� ���¯�m�ª�n¦{���F���;�ï¨¢�"¥�á��9�

η
Ï

�����4§Q���m�E���Z�Û§©¨ª�k��� À �m���{�9��¦?Ñª�;¨ª�E�m���4°JÍ1��� À ¥�á��9�\�m���â�¢�F�����4�¢¤u�9ê-���n¦���¨e� À �ë�E�9���
���ª�������/¨ª§DãÃ�n�4� À ²÷ÌØ�

pk+1/2 = Ak+1/2 + Bk+1/2ps,
¨¢��� À �n�

dhk(∆kp)/dt =
∆kBdhkps/dt

�n�Z�u¤��n§q���m�1�������{���{��ÑE�-°
ps
¤��9ê-���F����¨ª�Ò�x��²�«F³I�����;���;�-���

∆kB
dhk ln ps

dt
+

∆kp

ps
Dk +

∆k(mη̇)

ps
= 0.
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õ���¨ª� � À ���1�9ê����n���{¨ª�/Íz�çÍ ��¦�¦T�����������ª���Ë� À �A�{���;�-�����Ð°

∆kB

(
dhk ln p̂s

dt
− vk · ∇(ln p̂s)

)
= 0, (∗)

Í À �;���A�4�;§©�;�4�;�Z�m�A�����4§Q���m�A�����;���������
p̂s
��� ���m¥Z���9���n�

p̂s = p0
s exp

(
−g
∫ h

o

dz

R0T 0(z)

)
(2.2)

§q¨¢�Â� À �1Ñª�����;�B¨ª��¨ªÑª�<�n� À °J�`������§Q���m�1�;¦��m�ª�F����¨¢��³
h
¤��E�5�n�E���9�A¦��m�¢�;¦Z�����;���������

p0
s

¤O���Z�
�n�����4¨¢���4�q�F���"Ã*�4�;§©�;�4�;�Z�m�M���;�E���;�<�F�����4�

T 0(z)
²ëÌØ�A� À �M���;����¦��å¨¢§Ã� À �M���������<��������¨ª�

Íz�A¨ª���t�n�{���D����¨ªÑ¢��¨ª�4���{�A�9ê����n���{¨ª�

∆kB
dhkχ

dt
+

∆kp

ps
Dk +

∆k(mη̇)

ps
+ ∆kBvk · ∇(ln p̂s) = 0 (2.3)

§q¨¢�g¦{¨ªÑ����4��� À �E�{�A������§`�ª�m�A���4�;�������4�Ü���m���ß�n���{¨ª�

χ = ln(ps/p̂s) (2.4)

¨ª�Ò¦{�m�¢�;¦
k
²8ãaê-���F����¨ª�(����²�h�³A�{�ë�J���n�4���q�n¦I�9ê-���F����¨ª�$Í ��� À � À �EÍz�;�{Ñ À �

∆kB
¤?����Ï

���m�4�{������Ñe� À �ë�m¨ª�-��������������¨ª�\¨¢§Â� À �ë¦ß�;°��;�
k
��¨e� À �D¨5���;����¦�¦g�©��¨��t�n¦©³ � À ����Ñª�ë¨ª§a�����âÏ

§`�ª�m�M�����;���������¢² ¿ ¨�Ñª�m�A� À �ë��¨��t�n¦Â�m��¨ª¦�������¨¢�T¤~���n�4���q�n¦Â�9ê-���F����¨¢���¯����²�h�³Ø� À ¨¢��¦ß�×���
�����E�M�9�J���8¨5���;�ç�n¦�¦�¦ß�;°��;�4�5²1Æ1¨5Íz�m�¢�;�9¤����Ø���Ø���5�n��¨¢�Z����¦��Ü��¨¯��¨ª�4����¨¢���*� À ���Ø�����ëÏ
�B�n���{¨ª�Ò��������¦æ���4����������Ñ\�F�Ü� À �E¥Z���n¦IÊ��nÑª�<�n��Ñ¢�ß�n�Ò���{�E�tÏÐ�4���;��������Ñ8§q¨¢�4�D��¦ß���¢² ¿zÀ �
���m�<���������9�Ü�����������ª�����{¨ª�Ü¨¢§��;ê-���n����¨¢�e�3Ä�³u�E�5�n����§Q���������n¦{¦�°A�{������¨O���Z������¨ª�*¨¢§O� À �td ãÂ��Ï
¦��;�4�q�n�8�������9�t����¨¢�J¨ª§�¨¢�4¨¢Ñª�<�n� À °Cd�¤�¥Z���4�Ø�n����¦��{�;�J���JÊ��nÑª�<�n��Ñ¢�ß�n�J�<� À �;�E�A�-°�Èg�ß� À �{�
�n�Z� ¿ �n��Ñª���9°R�4«;­¢­ª±-³t² ¿gÀ �8ãÂ��¦��;���ß�n���������9�t����¨¢�ï¨ª§Ø� À �$�Q�E�5�n��³D¨ª��¨ªÑ¢����� À °}�{�
���4�;���;�-���;�/�{��ãaê�²Ë����²�h�³æ��°e���;�4�

vk · ∇(ln p̂s)
²

ö �;���������e¨¢§Ë���-�������n¦k�Q��¨ª��Ï������ª��������¨ª����¦q³*�������5�n�<�n�Z�m�¢¤1�Q���n�4���q�n¦q³å������§Q���m�������;���������
�9ê����n���{¨ª�(����²�h�³A�{�D�<�F� À �;�ë�m¨ª�-�¢�;���{�m�-�E�n�Z�Ò�����;§©��¦I§©¨¢�ë�n����¦��ß�9�F����¨ª�T¤Ã���*� À �e¦�¨¢Ñ��5Ï
�4��� À �E�{�a�����;����������fZ�Z�������F����¨ª������² � ³T����� À �I���4�{�M�æê-���n�-�����Ð°�¤����;���m����������Ñ � À �I������§`�ª�m�
���4�;���������ç�m¨ª�-���4�{��������¨¢�¯��¨*� À �tfZ�Z�����Z�n����¨ª���z¨ª§ À °����4¨¢�4�t�F���{� �����;���������ë�`���m�Ø���;¦{¨9Íç³�²

²C³-´N³�² qÅÀ�¸�ÆIÂLÁ
¼"¿:À<¹Å¶_º§Ç�¸|¿:À�ÁIÂ{¼y·�Á
¶eÁIÈÉºWÆ
¸§Ê%¸>Â{Ëoº=¿�¸|Ê�Ì
º|Ç�Á�¹WÀÍ¿�À�º½¼

¿zÀ �Ü��Çâ��Ê\�<� À �;�E�k�4�9ê-�������;�Ë���q�nÑ¢��¨¢�4���{�ç�m�¢�n¦����n���{¨ª�/¨¢§
ω
�n�Z�

η̇
¨¢�e� À �ç�����4�z�����E�

¦��m�¢�;¦{�9²�õ�¨¢�
mη̇

� À �e��¨¢�-���{�-�����Ð°×�9ê-���F����¨¢���x��²�«F³k�9���$�����n����¦��{�;���`�;�E��¦�¨5°��9��³ç��¨
Î/B{��ý��GÏ8�"�mÿ3���W�æþn���t�/��þ4ýuÿäü5þ�#_�"�F�����[�"@§����ÿ�þ8u�ý���ÿ��G�"�=M6���{���Øþ��:���E�:� þ Q
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Ñª�m�Ø�D���9�m�������;�Z���

(mη̇)k+1/2 = (mη̇)k−1/2 −∇ · (v∆p)k −∆kB
∂ps
∂t

, (2.5)

Í À �;���
∂ps/∂t

���ë�x�B�m¨¢�����9ê����;�Z�m�*¨ª§1�x��²�«F³1�n§q���m�Ø�����Ü¨¢§aãÂ��¦��;�4�q�n�8���;���4�;���;�-�t�F����¨ª�
�n�Z�/�����E�¯�F����¨ª��¨F�¢�;� �n¦�¦T¦��m���;¦��t³

∂ps
∂t

= −∇ ·
klev∑

k=1

vk∆kp, (2.6)

¿zÀ �ç���ß�nÑ¢��¨ª�4���{�Ø�;ê-���n����¨¢�e§q¨¢�
ω
§q¨¢¦�¦�¨5Í1�9¤���§u¨¢���k�n����¦����;�gÊ��nÑ¢������Ñª�ß���¯�����E�Ø���;�����ª�FÏ

���{¨ª�
d/dt

��¨/� À �E�����;���������E��á����4�;������¨ª�$�{�é�m�<�5àO�m¨O¨ª���������F���;�
p = A(η) + B(η)ps�n�Z�J�n����¦{���;�Ë� À �A���;����¦��1¨¢�/� À �å���{���m�4�m���A�m�t�5Ïä¦��m���;¦

k + 1/2 Ð

ωk+1/2 = (mη̇)k+1/2 +Bk+1/2

(
vηk+1/2 · ∇ps +

∂ps
∂t

)
. (2.7)

¿zÀ ���D���*� À �����ß�nÑ¢��¨ª�4���{�¯§©¨ª���*��¦q�J§q¨¢�
ω
¤G��§Ë�m¨ª�����ß���;�4�9�$��¨ªÑª�m� À �;�åÍ1��� À �x��² ±-³å���Z�

�x��² £�³t²

²C³-´N³ p ÑwºWÁI»DÁN¿�º|Â
¿�À�¸
Ç

Ò �;¨¢��¨����;�����ß��¦z§q¨¢�DÑª�;���;�<�n¦ËÝØÆ �E¨O���;¦æ���i�����;�����������m¨O¨ª���������F���;�M���M�������m�������9�i���
�xÈgÙOÙª�J¤#��¡¢¡�«5³�²ËÇä�J� À ��� ���n���;�9¤�Íg�kÍ ��¦�¦������*������������¨¢��¨¢§G� À �Ü§©��¦�¦�Ñª�;¨ª��¨ª���;�-���ß�n¦���¨
� À � À °�����¨ª�4�t�F���{�B�m¨ª�E��¨ª���;�-�

ϕs
�n�Z�×��¨/� À �E��¨¢��Ï À °�����¨ª�4�t�F���{�E��������¦{�m�E�;�-�t�F����¨ª�

φ
�`���;�~V�Ó V�^�¤�§©¨ª���D��¦ß�/����² £�² �ª��³4³

Φ = ϕs + φ.

Ý1¨����é� À �F�8����� À ���;���n�<�F����¨¢� ���8���n�����<�n¦*§q¨¢�Û�"�E¨����m¦åÍ1��� À � À �$��¨¢��ÏÉ���6lÉ���4���9�
�`§©��¦�¦©³k������§Q���m�¯�����;���������B�����5�F���E�m�-�5¤G���jir�;�4�;�-��¦�°é§©�4¨¢�¬� À �����6lÉ���4���;�Ò�M¨����;¦ÂÍ ��� À
Ñª�;¨ª��¨ª���;�-���ß�n¦����;���n�<�F����¨ª����¨E� À �Ü���n���{�*���Z��� À �m���¯�n¦��m¨ª�E��¨ª���;�-���ë�8V�Ó V�^�¤�§q¨¢�4�D��¦ß�
�x��² £�²Gh��¢³�³t²
Çä�¯�m¨ª�-���{�O��¨ª���Ã�����;����������ÏÐ�m¨-¨ª���������n��� �����m���;���t�F����¨¢�E� À � À °�����¨ª�4�t�F���{�1�m¨¢�M��¨¢���;���I�{�
�m¨ª�-�¢�;�-����¨ª����¦ Ð

ϕs = gh+

∫ ps

p

RTd(ln p′).

ð



Ç��M���M�����;§©��¦A���n�B�Û�-���E�;���{�9�n¦g��¨¢�����/���9���Z�t����¨¢�}���;�M�9��°Z³å��¨\���������<�����E§q��¨ª�Î� À �{�
Ñª�;¨ª��¨ª���;�-���ß�n¦��D���;��������¦u���ª��ÁOÑ¢�4¨¢���Z��Ñª�;¨¢��¨����;�����ß��¦

ϕ̂ = gh+

∫ p̂s

p

R0T 0(p′)d(ln p′),

Í À �;���
p̂s
���z� À �k���m§©�;���;���m�A�����4§Q�ª���k�����;���������¢¤

R0
���z� À �kÑ��n�1��¨¢���4�t�n�-�g§©¨ª�Ë���â°/�n�{�;¤

�n�Z�
T 0(p)

�{�Ã� À �Ø�4�;§©�;�4�;�Z�m� ���;�E���;�<�F�����4�Ø���{�4���4����������¨¢�T²?ÇÐ§
p̂s
���z� À ¨ª���;�B��¨*�<�F������§q°

� À �å�m¨ª�Z�������{¨ª�Ò�`�9ê-�����¢�n¦��;�-�Ë��¨ë� À �A���n��¨ª�E�m�����{�k§©¨ª���D��¦ß�/����² ��³4³
∫ p0

s

p̂s

R0T 0(p′)d(ln p′) = gh(x, y),

� À �;�
(∇ϕ̂)p = 0,�x² �ª²{¤~� À � À ¨¢���cb;¨ª�-�t�n¦Ã�����;����������Ïä§©¨ª���m�B§q��¨¢�¬Ñª�;¨ª�#¨����m�-���ß��¦Ã���)b;�;�4¨Û�n�Z�×� À ���ÜÑª�;¨¢��¨nÏ

���;�-���ß�n¦��¯�;°����*�t�n§©�;¦�°������������ª�t���9�8§q��¨ª�
ϕs
Í1��� À ¨¢���ç§©�5�n�ç¨ª§Ã�ª��������¦�§©¨ª���m����Ñ�¦�¨ª���

¨ª�z���{�â�����n¦T§©¨ª���m����ÑB�m�4�5�n���{¨ª�T²
Ô ������ÑB��¦����;�4���n�����¢�å�����;���;�-�<�n���{¨ª�

ϕ̂ = gh+

∫ ps

p

R0T 0(p′)d(ln p′)−
∫ ps

p̂s

R0T 0(p′)d(ln p′)

= gh+

∫ ps

p

R0T 0(p′)d(ln p′)−R0T 0(p̂s)χ.

Íz�Ü�n���������å�n�Ë��á������;������¨¢��§©¨ª�FfZ�Z�������n�������*Æç�¯Ñ¢�;¨ª��¨����;�-���q�n¦

ϕ = ϕs − ϕ̂ = R0T 0(p̂s)χ+

∫ ps

p

(RT )′d(ln p′), (2.8)

Í À �;���
(RT )′ = RT −R0T 0(p).

¿zÀ �$���;�������9�R§q¨¢�4�D��¦ß�R����² ì�³������;���;�-���8Æç��Ñª�;¨ª��¨ª���;�-���ß�n¦JfZ�Z�������F����¨ª�T¤ØÍ À �ß� À �{�
�;�����;�-���q�n¦Ø§q¨¢�e��°����n�E�{�m�9¤zÍ À �{¦��Û�9����������ÑÒ� À �����5�n¦Ø§©¨ª���m�m����� � À �8�4°��4���;�J² ¿zÀ �{�
fZ���������F�������Ü���n�4�Ø��� ���¯��¦�¦x¤�Í À �;���E�5�n�������9�J�������������

R0T 0 Ð � À �D�n�E��¦������Z���Ü¨¢§ χ���Ø����¨ª���*«�ÕO«;¡¢¡�¤�Í À �;���9���1� À �*���M��¦{�����Z���Ü¨ª§�� À �å���-���;Ñª�<�n¦T���;�4� ���J���������
R0T 0

�{�
�n��¨ª���Ü«�ÕO«9¡�²

ì



Çä� À °O�����{���m¨O¨ª���������F���;�Ë� À �A§q¨¢�4�D��¦ß�ë§q¨¢�
ϕ
���5�����

ϕ = R0T 0(p̂s)χ+

∫ 1

η

(RT )′
∂ ln p

∂η′
dη′,

�n�Z�/����� À �å�����<�����m���Ü�n������¨9á����¯�F����¨¢��Íg�A¨ª���t�n���

ϕk = R0T 0(p̂s)χ+ Γk(RT )′, (2.9)

Í À �;���

Γkψ =
klev∑

j=k+1

αjψj +
1

2
αkψk.

αk = 2
pk+1/2 − pk−1/2

pk+1/2 + pk−1/2

=
∆kp

pηk
.

Èg�;�����9�������¢�;¦�°-¤T���×�E¨ª�E�;���������9ê����n���{¨ª���9¤u� À �M�m¨¢�M��¦{�m���MÑ¢�m¨¢��¨����;�-���q�n¦
Φ
Í ��¦�¦Â���

�4�;��¦ß�ª�m�9�eÍ ��� À � À �®fZ�Z�������F�������AÑª�;¨¢��¨����;�����ß��¦x¤���¨¢�������4������ÑB¨ª§?Æç�/�n�Z�JÝØÆù���n�4���

Φ′ = ϕ+ φ.

¿zÀ �¯��¨ª��Ï À °�����¨ª�4�t�F���{�¯�m¨¢�E��¨ª���;�-�
φ
�{�D�9�n�����9�Ò��°é��°O�����;� ���;�����â�����4�e§q��¨¢� Æç�

�9ê����{¦������������J²AÇä�\���m�t�n�{¦G�����ç�¯�n���Û§©�5�F�������m�å�n���ë�����<�m�������9�8�{�}��ÈgÙ-Ù¢��¤T��¡¢¡�«F³t²åãÂ�âÏ
���;�-���ß��¦T§q¨¢�Ë�m�����4�;�-�Ë�����5�F���E�m�-�Ë�{�g� À �A¦�¨5Íz�;�Ë��¨ª���Z�Z�n�4°/�m¨ª�Z�������{¨ª�

φ|ps = 0, (2.10)

Í À �{� À �4�;�����;���;�����Ø� À �Mö �{�4�ß� À ¦{�m��d À ¨ª�E¨ªÑ¢�;���;¨¢���%�gó��©Í À �{¦��D�����5�F���9�8���×��¨¢�!lÐ���Z�tÏ
���{¨ª��Í1��� À � À �åÊ�����¦ß���m�å�9ê-�Z�n���{¨ª�J§©¨ª�

φ
�n� ���m�E¨¢�������<�F���9�/§©���â� À �;�<³�²

­
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¿zÀ �D�9ê-���F����¨¢���k¨¢§a�M¨ª���{¨ª�×���Z��� À �m���E¨O��°����n�E�{�m�5¤#�{�8���m�4���{�9�n¦{¦�°8���{���m�4�m��� À °������{�
�m¨-¨ª���������n���¢¤ZÊ��nÑª�<�n��Ñ¢�ß�n�������;���;�-�<�n���{¨ª�T¤�°��m�g���J�m¨ª�-���{�-��¨¢���z�����E�¢¤Z�n�Z�¯Í ��� À �E¨O�OÏ
��¥��9�F����¨ª���E§©¨¢�ëÑ¢�;¨ª��¨����;�-���q�n¦1���Z�i������§`�ª�m�/�����;���������/�9ê����n���{¨ª�"���-����¨O���Z�m�9�}���i� À �
���4�m����¨¢���1���9������¨ª�T¤����4�Ü���Ë§©¨ª¦�¦{¨9Í ÐÜ º½¶�¿�À<¹`¸
Ç�ÈÉÁIÈÉº§ÂI¿�µ�È º½¾�µL¸|¿�À�ÁIÂ

dk+1/2ω

dt
= −(W∆φ)k+1/2 + (a0

ω)k+1/2, (2.11a)

ÅÝÁ
¶:À�Þ=ÁIÂ
¿�¸
Ç�ÈÉÁIÈÉº§ÂI¿�µ�È ß3à]À�Â{Ë5á)º½¾�µL¸|¿�À�ÁCÂ

dkv

dt
= −Ĝk(φ+ ϕ)− f × vk + Avk ; (2.11b)

â º§Èã»5º½¶_¸|¿�µ{¶_ºkº½¾�µ�¸�¿�À�ÁIÂñ�Q§©¨ª�FfZ���������F�������A�����â�1¨ª§����;�E���;���n�������F³
dkT

′

dt
= Skω

η
k + (AT )k; (2.11c)

Ó�µ{¶�·�¸>¹`º¢»�¶_º½¼�¼_µ{¶_º
k
Ê�Ç�º=Ì
º§Ç�»{¸>¶�¿�À�¸>Ç9º½¾�µL¸�¿�À�ÁIÂ

∆kB
dhkχ

dt
= −∆kp

ps
Dk −

∆k(mη̇)

ps
−∆kBvk · ∇(ln p̂s). (2.11d)

ä ÁIÂ
¿�À�Â�µ{À�¿�åæº½¾�µL¸|¿�À�ÁCÂ �Q�m¨ª�Z�������{¨ª�J¨ª§���¨ª��ÏÐ�����¢�;��Ñª�;�Z�m�å¨ª§�h�öù���;¦�¨O�m���Ð°Z³

Ĝ+
k · v +

∆kω

∆kp
= 0 . (2.11e)

¿zÀ �å�m¨-�mè¯�m���;�-���1�{�/� À �;���A�9ê����n���{¨ª���Ø�n���

Wk+1/2 =

(
(gp)2

(RT )2∆p
η

)

k+1/2

, Sk =

(
κT
pη

)

k

− ∆kT
0

∆kp
(2.12a)

�qÍ À �;�4�
T 0

���;���;�Z���Ë���ß�
pk(x, y)

¨ª� À ¨ª���cb;¨¢���t�n¦~�m¨O¨ª���������F���;�
x, y

³�¤

(a0
ω)k+1/2 = ωk+1/2

(
cvω

cpp
− AT

T
− d lnR

dt

)

k+1/2

+ Aω, (2.12b)

¿ �;���E�
Av, AT

�n�Z�
Aω

�n���ØÑª�;���;����¦#��¨��t�F����¨ª��§©¨ª�z���ß�n���n���ß� §©¨ª���m����ÑM�n�Z�e�����9�����<�n¦
���E¨-¨ª� À ����ÑZ²

«;¡
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ö ����������¨ª��¨¢§�§©¨ª���m����ÑM�{�/�9ê-���F����¨ª���Ë��¨ë� À �A�¯�n�����n�Z�/���;�â�����4���n���{¨ª�����n�4���g���Ë�������9�
¨ª�ë� À �z�����5�F���E�m�-�Â¨ª§�� À �g¦������5���?�����â�Â¨¢§��9ê-���F����¨ª���I�n�Ã�Ø�¯�n���M§q¨¢���m�{��Ñå���Z�D��������¦{�tÏ
�M�;�-�t�F����¨ª�Û¨¢§?� À �;���D¦��{���9���Ø���;���E� ��¨¯� À �D§©��¦{¦�§©¨¢���m����Ñ��-°J��¨¢��¦������5�n�k���;���{�����n¦{�A���
� À �Ø���;�4���������F����¨¢�T² ¿zÀ �Ø¦{�����5�n�æ���;���E�g�n��� � À �;���5�n§q���;�I���4�5�n���9�¯�{�E��¦{�{�m����¦�°�¤-Í À �m���5�n�
� À �A��¨ª��¦{�����5�n�1���;�â�������Z�n���{¨ª���Ø�n���å�m¨ª�����ß���;�4�9�����/� À �A��á���¦{�{�m��� �¯�n�����;�;²
¿zÀ �M¦{�����5�n�å���n�4�å�m¨¢�4���;����¨ª�Z���A��¨J�e¥�á��9�u¤ À ¨¢�4�Kbm¨¢�-�<��¦�¦�° À ¨ª�E¨ªÑ¢�;���;¨ª���å���;§q�;���;�Z�m�
�4�<�n���ª¤?� À �n�<�������;�4�Kbm�9�Ò�-°×� À �B���;�E���;�<�F�������

T 0(p)
�����Ò������§©¨ª���
Ñª��¨ª���Z�Ò�����4§Q���m�

Í1��� À �m¨ª���4�t�����1������§Q���m�A�����m�������4�
p0
s

²
ö �;���n�4�������a¨ª§-���;�E���;���n�������a§q��¨ª�^� À �a�4�;§©�;�4�;�Z�m�a�4�t�F���¢¤��n�Z�A¨ª§O� À �a������§`�ª�m�a�����;���������
§q��¨ª��� À �Ë������§©¨ª���J¤-�m¨ª���4�t�n�-�a�¢�n¦����¢¤��n���Ë���;����¨ª��������¦��1§©¨ª�Â� À �Ë���;�4���������F����¨¢�E���;���E�9²
¿zÀ �A���n�4��������¨ª�J�����9ê-���F����¨¢�$����²{«ª«5�¢³I�<��Áª�;�Ø�����ª�����t�nÑ¢�A¨ª§G�����;���;�-�t�F����¨ª�

Wk+1/2 = W 0
k+1/2 +W ′

k+1/2, W 0
k+1/2 =

[
(gp0)2

(R0T 0(p0))2∆p0
η

]

k+1/2

Í1��� À
W
���m¥Z���9�Ü�����x��²�«5�ª��³t² ¿gÀ ���5¤

W 0
����� À �I�¯�n���*���n�4�?�n�Z�

W ′ ����� À �Ã��¨¢��¦{�����5�n����;�â�����4���n���{¨ª�J¨ª§
W
¤�Í À �ß� À ���1���¢�n¦����n���9���F�1�m���m�4°������4�t�n�-�Ø�n�

W ′
k+1/2 = Wk+1/2 −W 0

k+1/2.

õ�¨¢�
T 0(p)

¤�� À �*�E�5�n�\�ª�t�����n¦����;�E���;�<�F�����4�D¨5���m� � À �ë�n���5�e�F�Ø� À �Ü¥�á��9�������;���������
�©� À �ë��Ïä�M�5���Û���;�E���;�<�F�����4�F³ ���å���������E�9�u² ¿zÀ �ë���;§q�;���;�Z���M�����;�������4�

p0
k+1/2

�m¨¢�4����Ï
����¨ª�Z���Ë��¨M� À �A�m���;��Ñª��¨ª���Z�eÍ ��� À �m¨ª�����<�����1�����;�������4�

p0
s Ð

p0
k+1/2 = Ak+1/2 +Bk+1/2p

0
s = ηk+1/2p

0
s.

Çä�}�����ª�����ß���¢¤Ã� À �/�E�5�n�ù�x�9�¢�;�<�nÑ¢�;�}¨5���m�B���4�5�Û¨ª§ ���-���;Ñª�<�F����¨¢�ï�n�M�m���;�â°i�����4�t�n�-�t³
�����4§Q���m�å���4�;���������A���1�����9�/§©¨ª�

p0
s

²
¿zÀ �A���n�4��������¨ª�J¨ª§G�m¨-�mè¯�m���;�-�

S
�{���;ê-���n����¨¢�$����²�«ª«9�5³æ���

Sk = S0
k + S ′k,

Í À �;�4�
S0
k =

κ0T 0(p0
k)

p0
k

− ∆kT
0(p0)

∆kp0
.

«ª«



¿zÀ � À ¨ª���cb;¨¢���t�n¦
p
ÏäÑ¢���ª�����;�-�

Ĝ(φ+ ϕ)
�{�$�x��²�«¢«m��³æ��� �������{���9�/�{����¨

Ĝk(φ+ ϕ) = ∇(φ+ ϕ0) + [Ĝk(φ+ ϕ)]′

Í À �;��� ∇ ���a� À �1�B�����B���n�4�Ã¨ª§ Ĝ ¤��4�;�����;���;��������Ñå� À �1Ñª�<�������;�-�Ã�{�Åd ��¦ß�n���`d�Ñª�;¨ª�E�m���â°
�`���;�A���m¥Z�������{¨ª�����/ÌØ�����;�Z����á\«F³t¤OÍ À ��¦{�ç� À �k�B�����/���n�4�g¨ª§ À °����4¨¢�4�<�n���ß�çÑª�;¨ª��¨ª���;��Ï
���q�n¦T���

ϕ0
k = C2χ+R0Γ0

kT
′, (3.1)Í À �;���

C2 = R0T 0(p0
s),

Γ0
kψ =

klev∑

j=k+1

α0
jψj +

1

2
α0
kψk.

α0
k = 2

p0
k+1/2 − p0

k−1/2

p0
k+1/2 + p0

k−1/2

=
∆p0

k

p0
η

k

.

� ¿gÀ �B��¨¢� À °�����¨ª�4�t�F���{�¯Ñª�;¨ª��¨ª���;�-���ß�n¦æ¦���Á¢�¯¨ª� À �;�*���4�{�M�e��°����n�E�{�E¥Z�;¦ß���ë��¨O�m�D��¨��
���m�9�^�n�-°ñ���;�������n���{¨ª�T¤ °¢�m��Æç� Ñ¢�m¨¢��¨����;�-���ß��¦x¤1Í À �{� À ���J�ò§©���Z�����{¨ª�R¨ª§

T ′
���Z�

χ
Í ��� À �m¨-�mè¯�m���;�-���9¤I���;���;�Z���{��Ñ×¨ª�i�����;���������¢¤a���M�����|lÉ�9���ë��¨Û���;�������n���{¨ª��³t² ¿zÀ �

���;�â�����4���n���{¨ª�(���n�4��¨ª§ À ¨ª���cb;¨ª�-�t�n¦k�����m�������4�\§©¨ª���m����Ñ}���������;���;�-���9�ñÍ1��� À ¨ª�����n�-°
�����E��¦���¥��9�n���{¨ª�8�n�Ë� À �å���jir�;�4�;�Z�m�A���m�ÐÍz�;�;��§©��¦�¦����Z�/¦������5���Ë�����m�������4�A§©¨ª���m�;�

[Ĝk(φ+ ϕ)]′ = Ĝk(φ+ ϕ)−∇(φ+ ϕ0).

ÌØ� �D���;����¦��5¤��9ê-���F����¨¢���Ü���¢³æ���4�;���;�-�

i, j, k+1/2 :
dω

dt
= −W 0∆φ+ aω, (3.2a)

i+1/2, j, k :
du

dt
= −∇x(φ+ ϕ0) + au , (3.2b)

i, j+1/2, k :
dv

dt
= −∇y(φ+ ϕ0) + av , (3.2c)

i, j, k :
dT ′

dt
= S0ωη + aT , (3.2d)

i, j, k : ∆B
dhχ

dt
= −∆p0

p0
s

D0 − aχ, (3.2e)

«9�



i, j, k : D0
k +

∆ω

∆p0
+ aD = 0 , (3.2f)Í À �;���

D0
�{�g� À �Ü�ªö������¢�;��Ñª�;�Z�m�å������¦ß�����AÑ¢�;¨ª�E�m���4°

D0
k = ∇xu+∇yv.

¿zÀ �A��¨ª��¦{�����5�n�Ë���;���E�Ë���/� À �m���A���4�;���m�-�t�F����¨¢���Ø�n���

aω = a0
ω −W ′∆φ, aT = S ′ωη + AT ,

au = −
[
Ĝx(φ+ ϕ)−∇x(φ+ ϕ0)

]
+ fv + Au ,

av = −
[
Ĝy(φ+ ϕ)−∇y(φ+ ϕ0)

]
− fu+ Av ,

aχ =
∆p

ps
D − ∆p0

p0
s

D0 +
∆(mη̇)

ps
+ ∆Bv · ∇(ln p̂s),

aD =

(
Ĝ+
x u+ Ĝ+

y v +
∆ω

∆p

)
−
(
D0 +

∆ω

∆p0

)
.

ôF��� õEÖ½õ+ÿ ¥�ötö[¡|© � £�¤�¥D¯|£�©�°

ãÂê-���F����¨¢������h�² �¢³D�n�����4����¦�¦z�{�}�m¨ª�-�����O��¨ª���ë���{�E�ª² ¿gÀ �;�{�ë§q���4� À �m�ë�E¨�����¥��9�F����¨ª�}�{�
���n���9��¨¢��� À �ë������¦��{�9�F����¨¢�8��¨¯� À �;� ¨ª§?� À �Ü�äÍg¨nÏ������E��Ïä¦��m���;¦x¤����;�E��ÏÐ���E��¦��{�m���5¤#���;�E��Ï
Ê��nÑ¢������Ñ¢�ß���R��� À �;�E�ï�x�8�;öØ¨ª���n¦ß�^���Z�^ÆØ�n��Ñª�;�÷«;­ª­���¤ë«;­¢­!h�¤k���9ö ¨¢���n¦{��«9­ª­�£�¤
«;­ª­¢ì�¤T«9­ª­ª­-³t²
¿zÀ �E��Çâ��Êi�{���;¨ª¦{¨ªÑª°����k�m¨¢�Z���{���;¦�°\�n�ç§q¨¢¦�¦�¨5Í1�9²kÊ~���k���ç���4�;���;�-�k�;ê-���n����¨¢���M��h�² �ª��³zÏ
�-h�² ��§�³I�{��Ñª�;���;����¦T��¨��t�F����¨ª�8�n�

dψ

dt
= F + a,

Í1��� À � À �k¦{�����5�n�Ë�¯�n�{�����n�4�
F
�n�Z�/���;�4�����4���F����¨¢�������â�

a
² ¿gÀ �*��Çâ��ÊÒ��������¨9á����¯�FÏ

���{¨ª��¨ª§�� À ���1�9ê����n���{¨ª�J���

ψt+∆t − ψt∗
∆t

=
1− ε

2
F t
∗ +

1 + ε

2
F t+∆t +

1− ε
2

at+∆t/2
∗ +

1 + ε

2
at+∆t/2. (3.3)

ÌË�;�m¨¢��������ÑÒ��¨$� À �{�¯��á������;������¨¢�T¤1���(�n���e���n�4���{�m¦��\���4�������;�e��� � À ��Ñ¢�����;�ñ¦�¨O�9�n���{¨ª�
�qÍ ���<� À ���G�������n¦{¦�°*�1Ñ¢�4�ß�OÏä��¨ª���-��³uÍ1��� À �m¨O¨ª���������F���

x = x(t+ ∆t)
�n��� À �æ�M¨¢�E�m�-�

«'h



t+ ∆t
§©��¨ª��� À �M���;���n�4�������M��¨ª�{���

x∗ = x∗(t)
¤#Í À �;�4�M���kÍË���å�n�k���{�E�

t
² ¿gÀ �

�ª�n¦{���m�D¨ª§z� À �B¥Z�;¦{���
ψ, F

�{�$� À �e���;�Z���â�������¯��¨ª���-�M���Z�$���$� À �B¥Z���n¦I��¨¢���-�M�n���
ψt∗, F

t
∗
¤
ψt+∆t, F t+∆t

¤u���;�����9���������m¦�°�² ¿zÀ �M�tá������;������¨¢�\¨¢�Û� À �ë¦��;§q�A���ß���M¨ª§Ø��h�²�h�³
���*� À �¯¥Z��������ÏÐ���ci#�;�4�;�Z�m�/Ê���Ñª�<�n��Ñª�q�n�"�n������¨9á����¯�F����¨¢�ò§©¨ª�D�¯�F���m���ß��¦æ���;�����ª�n�����¢��¨ª§
ψ
²ÃõZ¨ª���m�;�1¨ª��� À �A����Ñ À � ���{���*�n���kÍz�;��Ñ À ���9���;���;����Ñª�;�1¨¢§�� À ¨ª���å¨ª§�� À �Ü�m¨ª�-�����O��¨ª���

�M¨����;¦x² ¿zÀ ���¯����� ¦������5���B���;���
F
���B� À �/Íg�;��Ñ À ���9�ñ�;���;����Ñª��¨ª§k�����e���m�����â�������

�ª�n¦{���Ü�{�J� À �Ü���������q�n¦��M¨¢�M�;�-�k�n�Z�J¥Z���n¦~�¢�n¦����ë�F� � À �ë�n���4���¢�n¦���¨¢���-�9² ¿gÀ ���Ø�����*¨ª§
� À �B¥Z���n¦Ã�ª��¦����

F t+∆t
�¯�nÁ¢�;�å� À �¯��� À �;�E�B�{�E��¦{�{�m���ÜÍ ��� À ���m�����9�t�D��¨J� À �¯¦������5���

§q¨¢���m�¢² ¿gÀ �g��¨ª��¦��{���5�n�?���;�4�
a
�{�Ã�n¦{��¨å� Íz�;��Ñ À ���9�E�;���;����Ñª�g���m�ÐÍz�;�;�M�����a���;���n�4��������Ï

�n�Z�����4�����ª��¦�Ïä��¨¢���-�e�¢�n¦����;�9¤Ë��������� � À ���/�9�n����� À �\�;���;����Ñª�{��Ñò�{���9�n���4�{�9� ¨ª����§©¨ª�
���-���;���E�9���q�F���B�����E�

t+ ∆t/2
�n�Z�$� À ���9¤�� À �{�Ü���;�������M�n������¨9á����¯�F���9�$��á���¦{�{�m����¦�°�²

¿zÀ �J���¯�n¦�¦Ë���������M�m���;�
ε
���B�{������¨O���Z�m�9�}��¨×�{�Z�m�4�5�n����� À �/Íz�;��Ñ À �¯¨ª§Ø� À �����4�����¢�n¦

��¨ª���-�*�{�$§©¨ª���m����Ñ�§©¨¢�4�¯�F����¨¢�T² ¿ °O���ß�9�n¦�¦�°×� À �E�¢�n¦����¯¨ª§æ� À ���*���n�<�n�E�m���;�Ü���*���é� À �
���-���;�4�ª��¦

0 < ε ≤ 0.1
²

óI�;�-���<�n¦ ���������;�e¨ª§ç� À �Û������¦{�{�9�F����¨¢�ñ¨¢§A���;���m�������9����������¨��ª� À �n���J� À �Û���m�����â�������
��¨ª���-�

x∗
�m�ª��¦����F����¨ª�T¤Z���-���;���E�9���ß�F���k¥Z�;¦{�

at+∆t/2
�9�n¦ß�m��¦q�F����¨ª�T¤��n�Z�/�{�����;����¨ª¦ß�n���{¨ª�

¨ª§�¥Z�;¦{���
F t

�����
at+∆t/2

§q��¨ª� Ñª���{�OÏä��¨ª�{�-���Ë��¨ë� À �å���;�Z���4�������A��¨ª���-� ¦�¨O�9�n���{¨ª���9²
õ�¨¢�z�9�n¦{�m��¦q�F����¨ª�/¨¢§

a
�n�z���-���;�4�E�9���ß�n���Ø�����E�Ø¦{�m�¢�;¦#� À �çÌ1�Z�n�E�âÏ��z�n� À §©¨ª���e��á����<�n��¨�Ï

¦ß�F����¨¢����� À �;�E�A���Ë�����;� Ð
at+∆t/2 = 1.5at − 0.5at−∆t.

¿zÀ �å���;���n�4�������A��¨¢���-�1�m�ª�n¦{���F����¨ª�J���1���n���9��¨ª�/� À �A��¨ª��Ïä¦��{���5�n�1�;ê-���F����¨¢�

x− x∗ = ∆tvt+∆t/2[(x + x∗)/2].
Çä�������ß�n¦{¦�°�¤u� À ���A�;ê-���n���{¨ª�ÛÍË�n�A��¨¢¦����9�Û�����;���n�����¢�;¦�°i�����9ö ¨¢�Z��¦{�é���Z�×ÆØ�n��Ñ¢�;�}«9­ª­`h�¤
���9ö ¨ª����¦{�i«;­¢­¢£¢³�²AÊ��F���;�9¤u���9ö ¨¢���n¦ß�Û���-����¨����Z�m�9�×�n�Û�mè¯�m���;�-�k��¨ª��Ïä�����;���n�����¢�E�n¦�Ï
Ñª¨ª����� À � �����9ö ¨¢���n¦{��«9­ª­¢ì�¤#«;­ª­¢­�¤��Û�n�O���n¦#�ª¡ª¡��¢³1�`���;���4�;���;�-������ÑD�AÑ¢�;���m�<�n¦{�cb5�F����¨¢�
¨ª§�� À �Ü�������4¨-��� À �-° ¿ �;�M���;�4��¨ª���Ü�n�Z���-�t�n���{§q¨¢�â� À ¤T«;­¢ì�ðª³

x− x∗ = ∆tV̂,

V̂ = avtx + cvtx−vtx∆t + evtx−2vtx∆t + bvt−∆t
x + dvt−∆t

x−vtx∆t + fvt−∆t
x−2vtx∆tÍ1��� À �m¨ª���4�t�������

a = −0.25, b = 0, c = 1.50, d = 0.5, e = 0.25, f = −1.0.

¿zÀ �MÑª���5�F�*�����¢�n�-�<��Ñª�M¨¢§Ã� À �E���;���m�4�{���9�é�������4¨-��� À ���A� À �n�k� À �M���;�����â�����4�M��¨¢���-�
�9�n¦{�m��¦ß�n���{¨ª� ���Z�(���-���;����¨ª¦q�F����¨ª�^���������;�J��¨"��¨������;���m�Z�R¨ª�R� À °����{�9��¦å�����t�n�{¦��J¨ª§

« �



� À ���E¨����;¦{¦��9�i�4°��4���m�J² ¿zÀ ���9¤Ã��¦�¦æ� À �/���m�<�m�4�{���;�ò���<�:lÐ�9����¨ª�4°Ò�9��¦{�m��¦����9¤Ã���������ß��¦�¦�°
�������;¦�¨¢���9�i§©¨ª�BÆç�ò��°����n�E�{�m�9¤Ã���B������¦��{�9����¦{��Í ��� À ¨¢���B� À ����Ñª�;�¯�n¦���¨\�{�i� À ��Ý Æ
�M¨����;¦x²
�O¨ª¦�������¨¢��¨¢§��9ê-���F����¨¢�$��h�²�h�³ÃÍ ��� À ���;�����9���Ë��¨ë¥Z�;¦{���Ø�F�Ë�����E�k¦{�m�¢�;¦

t+ ∆t
°����;¦{���

ψt+∆t −∆t+F
t+∆t = ψ̂, (3.4)

Í À �;���
ψ̂ =

(
ψt + ∆t−F

t + ∆t−a
t+∆t/2

)
∗ + ∆t+a

t+∆t/2

�n�Z�
∆t± =

1± ε
2

∆t,

¿zÀ �AÑ¢�;���;�<�n¦~§q¨¢�4�D��¦ß���-h�² � ³æ§q¨¢�Ë�m�ª�n¦{���F����¨ª�J¨¢§�¥Z�Z��¦u¥Z�;¦{���Ø�F�Ë� À �Ü�n�������ª��¦u��¨¢���-�1�{�
� À �A���n�����1§q¨¢�g§©���â� À �;�g���<�n����§©¨¢�4�¯�F����¨¢��¨ª§��9ê-���F����¨ª���*��h�² �¢³�²

ôF�-ô �û°tØIü:±=¯§Ø�ö £8°9¯§Ø���¡|¥9×�±û©�÷ÝõFÖ½õ+ÿ®ü6¤ª©+«?ØL×ÙØ�ÚFÛ?¥D¯|£�©9°t±

ÌØ����¦{�{�9�F����¨¢�E¨¢§�§©¨ª���D��¦ß�M�-h�² � ³���¨A�9ê-���F����¨ª���Ø�-h�² �¢�¢³�ÏI��h�² �n�F³�°��{�m¦ß���a¨ª����Ï������E��Ïä�4���;��Ï
���-���;Ñ¢����¦��

i, j, k+1/2 : ωt+∆t + ∆t+W
0∆φt+∆t = ω̂ , (3.5a)

i+1/2, j, k : ut+∆t + ∆t+∇x

(
φ+ ϕ0

)t+∆t
=
∗
u, (3.5b)

i, j+1/2, k : vt+∆t + ∆t+∇y

(
φ+ ϕ0

)t+∆t
=
∗
v , (3.5c)

i, j, k : T ′t+∆t −∆t+S
0(ωη)t+∆t = T̂ , (3.5d)

i, j : χt+∆t + ∆t+

klev∑

k=1

∆p0
k

p0
s

(D0
k)
t+∆t =

∗
χ, (3.5e)

Í À ��¦{�k� À �å�m¨ª�-���{�O�����Ð°��9ê-���F����¨¢�$��h�² �n§�³æÑª���¢�;�

i, j, k :

(
D0 +

∆ω

∆p0

)t+∆t

= −D̂, (3.5f)
¿zÀ �E�����â���ß��¦a������§`�ª���B���4�;�������4�B�;ê-���n���{¨ª���e�-h�² ���F³A�n���E�m�¢�;�-�����n¦�¦�°\�����E�E�9�×���×��¨
Ñª�m�Ë� À �A���;¦ß�F����¨¢��� À ���Ò��h�² £n�F³�²
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¿zÀ �gê-���;�4�?¥Z�m¦ß����Õnê-���n�-���������;�Ã���4�g�m¨ª�Z�m�;�-���<�F���9�ë¨ª�D� À �z¦��;§q�?���{���¢¤nÍ À ��¦��z� À �zÁO��¨9Í �
ê������-���������;�Ø�F�Ë���{�E�A¦��m�¢�;¦{�

t
���Z�

t+ ∆t/2
¨ª��� À �A����Ñ À �1���{���*�n��� Ð

ω̂ =
[
ωt −∆t−W

0∆φt + ∆t−a
t+∆t/2
ω

]
∗ + ∆t+a

t+∆t/2
ω , (3.6a)

∗
u =

[
ut −∆t−∇x

(
ϕ0 + φ

)t
+ ∆t−au

t+∆t/2
]
∗

+ ∆t+au
t+∆t/2, (3.6b)

∗
v =

[
vt −∆t−∇y

(
ϕ0 + φ

)t
+ ∆t−av

t+∆t/2
]
∗

+ ∆t+av
t+∆t/2, (3.6c)

T̂ =
[
T ′t + ∆t−

(
S0(ωη)t + a

t+∆t/2
T

)]
∗

+ ∆t+a
t+∆t/2
T , (3.6d)

∗
χ =

klev∑

k=1

{[
∆kBχ

t −∆t−

(
∆kp

0

p0
s

(D0
k)
t + a

t+∆t/2
χk

)]

∗2D
−∆t+a

t+∆t/2
χk

}
,

(3.6e)

D̂ =
1− ε
1 + ε

(
D0 +

∆ω

∆p0

)t

∗
+

1− ε
1 + ε

(aD)t+∆t/2
∗ + (aD)t+∆t/2. (3.6f)

ÌØ�*���$���-���m���E�9���ß�F���B��¨ª�<�n���{¨ª�×Íg�B����� À �;�4� ∗
u,
∗
v,
∗
χ
¤~� À �E¥Z���n¦Iê-���n�-�������{�;�

û, v̂, χ̂�n���4���¢�Ü�n§q���;�g��¨ª�E�A§q���4� À �m�Ë�E¨O����¥��9�n���{¨ª�8�ÜÍ À ��¦��å¦ß�n���;�9²
¿zÀ �æ���������m�4�{���Ed ∗ d��F�G� À �æ�����ª��Á¢�m�����E�5�n����� À �F��� À �zê������������É°å�{�D�����ª��Á¢�m�����{�G���¢�n¦���Ï�F���9�E���B� À �Ø���;���n�4�������1��¨¢���-�

xt∗ijk
¤O�m¨ª�����;����¨ª�Z������ÑÜ��¨A� À �Ë¥Z����¦�Ñª���{�OÏä��¨¢���-�I���Z���;�

�m¨ª�����{���;�<�F����¨ª�
xt+∆t
ijk

¤9Í À �;���5�n�����������m�4�{����d ∗2D d;�E�5�n���T� À �F�~� À �F�~� À �Ã�m¨¢�4���;����¨ª�Z�OÏ
����ÑD��á������m������¨¢�����e� À �ç���<���<Áª�m���z���z�m�ª��¦����F���9�e���e� À �ç¦�¨O�9�n���{¨ª�/¨ª§����m�����â�������Ø��¨¢���-�
���4¨!lÉ�9�����{¨ª�J¨ª�-��¨

k
� À
η
Ïä¦��m���;¦x²

¿zÀ �D�¢�;¦�¨��m�������;�
ω
�n�Z�

mη̇
¤r���;ê-�������9�×�F�ç�����E�D¦��m�¢�;¦{�

t
l4�
t+ ∆t/2

�{�Û���m���;����¦
a
Ï

���;���E�g�{�$��h�² ±�³�¤Z�n���å���ß��Ñª��¨ª���;���{�J�m¨ª���4�;����¨¢�Z���m�Z�m�kÍ ��� À §©¨ª���D��¦q�n�B����² ±�³aàÛ����²´ðª³�²

� � ìmº��~¼/¹{�

¿ ¨iÑª�m������¨ªÑ¢��¨ª�4���{�\ê����������������;�/�tá���¦��ß�m����¦�°�¤Ë� À �Û�4°��4���;� �-h�² ±-³ À �n����¨ò���Û��¨¢¦����9�
Í1��� À ���m�����9�t�k��¨

ωt+∆t
¤
vt+∆t

¤
(T ′)t+∆t

¤~�n�Z�
φt+∆t

²Üõ�¨¢�Ø� À �F�ØÍg�*¥Z���4�k��á������m���
ê������-���������;�

ωt+∆t
¤

vt+∆t
¤

(T ′)t+∆t
¤

(ϕ0)t+∆t
���Z�

φt+∆t
���ß�}�ò����Í
����á��{¦��ß���â°

��¨����;�����ß��¦
ξ
�����{��ÑÜ�9ê-���F����¨¢���ç�-h�² ±��¢³�à��-h�² ±ª�F³t¤��n�Z�E� À �;���n����¦�°E�9ê-���F����¨ª�Û��h�² ±�§�³G��¨

Ñª�m�Ø�n���;¦�¦{�������ß�A�;ê-���n���{¨ª�J§q¨¢�Ë���q�nÑª��¨¢�����1¨¢§
ξ
²

«;±



� �8� �þØL«tÛ[­>¯|£�©9°�©9÷wö[¡|©	�9°?©9±`¯�£�­ ÚFÛ?¥9°9¯�£�¯|£�ØL±û¯|©ù¯�
tØ ¥�Û � £8×8£3¥�¡§¦
ö%©�¯|Ø�°�¯|£�¥�×

ξ
¿zÀ �*�n��� ���Ë��¨E��á������;���Ø��¦�¦T����¨ªÑª��¨¢�4���{�åê-���n�-���������;�Ë���ß�E�ë����Í��n��á���¦��q�n�4°/��¨����;�-���q�n¦
ξ
² ¿zÀ �k�t�n��Á���¨¢�������4���Ë¨¢§�§©¨ª���Ë�4���m���9²

ß ´ á
���L»�¶_º½¼�¼_À�ÁCÂ Á
·
(ϕ0 + φ)t+∆t

Ì{À�¸É¸
µ��LÀ-Ç�À�¸N¶�å »5ÁN¿�º§Â
¿:À�¸>Ç
ξ

¸
Â{Ë
χt+∆t

²
óI¨ª�����{���;�4�{��ÑJ�-h�²�«F³Ã¨¢�����{�M�k¦{�m�¢�;¦

t+ ∆t
¤Z�n�Z�������{��ÑM§©¨ª���D��¦q�n�E��h�² £���³z�n�Z�×��h�² £n�F³

°O�{�;¦{���Ë�9ê-���F����¨¢��§©¨ª�
φ+ ϕ0

i, j, k : (φ+ ϕ0)t+∆t = Q+ C2χt+∆t + ξ (4.1)�`��¨ª���k� À �F�
χ = χij

�{�Ë���Z���;���;�Z���;�-�1¨¢§ À �m�{Ñ À �1���Z����á
k
³�¤OÍ À �;���

i, j, k : Q = R0Γ0
(
T̂ + ∆t+S

0ω̂
η
)
, (4.2)

C � √R0T 0(p0
s)
�{�1� À �Ü�{��¨O� À ¨ª���{�Ü��¨ª���Z�J�����;�9�J�{���4�;§©�;���m�Z�m�Ü���<�n���¢¤#�n�Z�

ξ
���ç���

�n��á���¦��q�n�4°���¨ª���;�-���ß�n¦

i, j, k : ξ = φt+∆t − (∆t+)2R0Γ0(S0W 0∆φt+∆t
η
). (4.3)

õ���¨ª� � À ��� ���m¥Z�������{¨ª�T¤��D���9���������;���m�å§©¨ª¦�¦{¨9Í1�1§©¨ª�Ë�m�¢�;�4°e¥�á��;�/�������Ë¨ª§��{�Z����á��;�%V�� � Ð
∆k+1/2ξ = ∆k+1/2φ

t+∆t + (∆t+)2R0α0S0W 0∆φt+∆t
ηη

k+1/2, (4.4)

Í À �{� À �{�ë�m¨ª�-���;�����;�-�D��¨8�����e§©¨ª�*����������������¨¢�ò§©�4¨¢�
φ
��¨
ξ
�n�Z�$���{�m�e�¢�;���<��² ¿gÀ �

��¨ª���Z�Z�n�4°/�m¨¢���������{¨ª�J§©¨ª�
ξ
����¨����;�9���1§©�4¨¢�¬� � ²�h�³g�n�

ξ
η

klev+1/2 = φ
η

klev+1/2 = 0. (4.5)

¿zÀ �A§©¨ª¦�¦{¨9Í1�{��Ñ À ¨¢¦{���

R0α0S0W 0∆φt+∆t
ηη

k+1/2 = N2
k+1/2∆k+1/2φ

t+∆t +O2(∆φt+∆t)

Í À �;���
N2
k+1/2 = R0W 0

k+1/2α
0S0

η

k+1/2 (4.6)���Â� À �Ë��ê-���n���;�]�Ã���;�-�âÏ��AÚ����<Ú�¦ßÚç§©���9ê����;�Z��°ë¨¢§�� À �Ë�4�;§©�;���m�Z�m�1�4�<�n���Ë¨¢�E¦��m���mÁ
k+1/2�n�Z�

O2(∆φt+∆t) =
R0

4
∆
[
α0S0∆

(
W 0∆φt+∆t

)]
.

«5ð



¿zÀ ���D���;��� �9�n�ò���e�;�������¯�n���9�i��� O2(∆φt+∆t) ∼ ∆2(N 2∆φ) ∼ (∆η)2|N2∆φ|�n�Z�×� À ���9¤����Ü���;�Z���å��¨Åb;�;��¨/Í ��� À � À �B¦{�����;¦Ã�-���D���;�å�{�Z�����5�n���B¦��{Áª�
1/klev2

�Q����Ï
�9�n�����

∆η ∼ 1/klev
³�² Çä�(��hª¡Fà-¦��m���;¦Ø�E¨����;¦Ø�������4�;¦ß�n�����¢�8�ª��¦����JÍ ��� À ���;�����9�t�

��¨J� À �E¥Z���4�Ü���;���¬�{� ∼ «9¡ −3
¤G���Z� ∼ «9¡ −4

�{�ò�é«;¡¢¡5à-¦{�m�¢�;¦I�M¨����;¦x² ¿gÀ ���9¤~���;���
O2(∆φt+∆t)

�9�������A¨¢�M���4���9�u¤Z��§q���;�zÍ À �ß� À � � ² � ³I���9�m¨ª�E�;�

i, j, k+1/2 : ∆ξ = (1 + ∆t2+N
2)∆φt+∆t (4.7)

�qÍ À �;�4�
N2
k+1/2

��¨-�;�1��¨�� ���;���;�Z�/¨¢� À ¨ª���cb;¨¢���t�n¦T�{�Z���tá��;�%V�� ��³�²
ß ² á
���L»�¶_º½¼�¼_À�ÁCÂ Á
·���ÁI¶:À�Þ=ÁIÂ
¿�¸
Ç�à]À�Â{ËæÌ{À�¸

χ
¸>Â{Ë

ξ
³

Ô ������ÑJ� � ²{«5³�¤ À ¨¢�4�Kb;¨ª�-�t�n¦rÍ1�{�Z�/�9ê-���F����¨¢���*��h�² £n��³�¤T��h�² £��5³z�9�n�����å�M¨�����¥Z�9�/��¨

i+1/2, j, k : ut+∆t = û−∆t+∇x

(
C2χ+ ξ

)t+∆t
, (4.8a)

i, j+1/2, k : vt+∆t = v̂ −∆t+∇y

(
C2χ+ ξ

)t+∆t
, (4.8b)

û =
∗
u−∇xQ, v̂ =

∗
v −∇yQ, (4.8c)

ÌØ����¦{�{�9�F����¨¢�ï¨ª§ ∇· ��¨ñ� � ² ì-³*°O�{�;¦{���¯�tá������;������¨¢�ï§©¨ª�e�ªö��������;��Ñª�;�Z�m�Ò� À ¨ª���cb;¨ª�-�t�n¦
Í1���Z�J�������m��Ñª�;�Z�m�F³

i, j, k :
(D0)t+∆t = (∇xû+∇yv̂)−∆t+∇2 (

C2χ+ ξ
)t+∆t

. (4.9)

ß�pIá����L»�¶_º½¼�¼_À�ÁCÂ�ÁI·�Ç<Á>Æ>¸N¶:ÀÍ¿��{ÈïÀ�¹�»�¶_º½¼�¼_µ{¶_º��Dµ{¹!¿�µL¸|¿�À�ÁCÂ
χ

Ì{À�¸o¸>µ��{À�Ç�À�¸>¶�å
»DÁN¿�º|Â
¿�À�¸
Ç

ξ
²

�O������������������¨ª�Ò� � ² ­-³æ���-��¨��-h�² £��F³Ã°��{�m¦ß��� ��§ß���;�Ë��¨ª�E�Ü�n¦{Ñª�;���<�

i, j :
χt+∆t −Hξt+∆t = χ̂, (4.10a)

Hξt+∆t = ∆t2+
∇2

1−∆t2+C
2∇2

klev∑

k=1

∆p0
k

p0
s

ξt+∆t
k , (4.10b)

χ̂ =
1

1−∆t2+C
2∇2

(
∗
χ−∆t+

klev∑

k=1

∆p0
k

p0
s

(∇xû+∇yv̂)k

)
, (4.10c)

«;ì



ß��}á
�[¾�µL¸�¿�À�ÁIÂo·�Á
¶
ξ
²

ÌØ�?��¨9Í
χt+∆t

�{�?��á����4�;�����9�*���ß�
ξ
Í1��� À � À � À �m¦{�M¨ª§�� � ²{«;¡��¢³�¤ª����¨ªÑª��¨¢���;�Â¨¢§Z�¢�;�4���{�9�n¦

Í1���Z�Ò��h�² £ª��³t¤Z���;�E���;���n�������e�-h�² £ª�Z³�¤#�n�Z� À ¨ª���cb;¨¢���t�n¦TÍ ���Z�Ò� � ² ì�³g���Z�m¦��Z���Ü�����{¦�¦>lÐ���4�
¨ª���g����ÁO��¨9Í �ë�¢�n���ß����¦{�

ξ
² ¿ ¨k¥Z�Z�D� À ���I�n��á���¦��q�n�4°ë��¨����;�-���q�n¦x¤ªÍg�1�n����¦�°M�m¨¢�������O�����É°

�m¨ª�Z��������¨ª� ��h�² £n§�³�²M�O�����4������������¨¢�×¨ª§aÍ1�{�Z�×�m¨ª�E��¨ª���;�-���B��h�² £ª�¢³�¤a� � ² ì-³ ���-��¨$��h�² £n§�³t¤
�n�Z�/��������Ñ�� � ²´ðª³æÑª���¢�;�Ë� À �A§©¨ª¦{¦�¨9Í ����ÑBÊ��n��¦ß�ª���å�9ê-���F����¨ª�J§©¨ª�

ξ

i, j, k : (L+∇2
)ξ = −C2∇2

χ+D ,Í À �;���
(Lξ) =

1

∆p0
∆

(
W 0

1 + ∆t2+N
2
∆ξ

)
,

D =
1

∆t+

(
D̂ +∇xû+∇yv̂ +

∆ω̂

∆p0

)
.

ÌØ�A� À �B����Ñ À �*���{���B���Z�m¦��Z���;�
χ
¤~� À ���Ü�9ê����n���{¨ª�$�D���4�Ü���E���4�5�F���9�×�����D��¦��<�����;¨ª����¦�°

Í1��� À � � ²{«;¡��¢³�²
�O¨ª¦�������¨¢�ë�E�m� À ¨��D���?�<�F� À �;�Â�n����¦�¨ªÑ¢¨ª���GÍ1��� À � À ¨ª���ª¤-�n����¦����9�ë���D� À �gãÂ��¦��;���ß���M�9�n���;�
�x�8Ú�������Á����Z��ÈgÙOÙª� �ª¡ª¡�«ª¤�ÈËÙ-Ù¢� �n�Z�8�8Ún������ÁJ��¡¢¡¢�¢³�²g�8�:lÐ¨¢� ���ji#�;���;�Z�m�Ü���Ë� À �
¦�¨9Íg�m�/��¨ª���Z�Z���â°(��¨¢�Z��������¨ª�T¤1Í À �ß� À ����� À � À ¨¢�E¨ªÑª�;���;¨ª����öØ�����{� À ¦��m��dg�m¨¢���������{¨ª�
� � ² £�³Ã����� À �k���4�;���;�-�Ë�9�����¢² ¿ ¨D�t�nÁ¢�ç� À �k¦�¨5Íz�;�+�góñ���-��¨E�m¨ª�����{���;�<�F����¨¢�T¤OÍz�å�ª�����
������Ñª��¦q�n�1��¨ª���Z�Z�n�4°/��¨¢�����m�*�F�Ë� À �A¦{¨9Íz�;�Ë�#¨ª���Z�Z�n�4°�¤

γδklev+1,k

¤���¨M� À �å����Ñ À �1���ß���
¨ª§�� À �åÊ��n��¦ß�ª���å�9ê-���F����¨ª���5² ¿zÀ ���9¤�� À �A�;¦�¦{�������{�A�4°��4���;� ���Ë¥Z���n¦�¦�°

i, j :
[
Lξ +∇2

ξ
]
k

= Dk − C2∇2
χ+ γδklev+1,k , (4.11a)

i, j : (Bξ) ≡ ξ
η

klev+1/2 = 0, (4.11b)

i, j : χ− (Hξ) = χ̂, (4.11c)¿zÀ ���a���m�a¨¢§��9ê-���F����¨ª��� À ���Â��¨k���Ë��¨¢¦����;�DÍ ��� À ���;�����9���Â��¨A����ÁO��¨9Í ���
ξijk

¤
χij
¤-���Z�

γij
²
�8���Ðÿ��:�����G&"M�ÿäü5þI�����_u"�:���<ý§$!�"���:#:�<ý-&��-�"�5ý��ÉþI���§���tÿ§� $:���Gu'��ÿ���ý-&"Q�ûTü5þI�����æþI�-�ªþ/�8�����'�-�"���9ÿ��G�"�9�����

$ªþ
#5þ����Éý��G$ªþ/#D$"&����-�"���5ÿ��G�"�D�"@9ü_�"�E��u�þ/�5þ8�"���-þ�H'�6��ÿ����"�=Q|BL�n�rþ��mþâý�M�������u"�����<ý§��� �Fý��Éþ
���mÿ�ý��_#����Ðÿ����"�
�������/�{��@z��ý{�����6��������ÿ��G�"�[�"@Oÿ�üFþ5�����æþ5��� �mþâý������"�®���Gu ��ý�� ÿäü��þ@z�tý������½���"���!�"�5þ/��ÿ��}�"@Oÿäü5þ����"���:� þÉÿ�þ
�-�"���5ÿ��G�"�=Q
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� ��� õE©9×8ÛF¯�£3©9° ©9÷y¯�
tØ ØL×8×�£�ö?¯|£�­ ±=¦?±`¯§ØL¤

ÌØ� ∇2 ��� À ¨ª���cb;¨ª�-�t�n¦�¦�° À ¨ª�E¨ªÑ¢�;���;¨¢���9¤���²ø�¢²/��� À �n�D�m¨ª���4�t�n�-�*Ñ¢�4�{�OÏÐ�4���;���*���Ò��¨�� À
�����4�9������¨¢���9¤G� À �/�ªö ���{���m�4�m����õZ¨ª���4�{�;�Ü����������§©¨ª���B�n���{¨ª�ò¨ª§Ë�4°��4���;� � � ²{«ª«F³çÍ ��¦�¦æ���
�����ª�����t�nÑ¢�;¨ª���9² Ô ������Ñë§©¨ª�z�����9��������¦#���<�n����§©¨¢�4�E�z¨¢§

ξ
¤
χ
¤
γ
��¨ª�<�n���{¨ª�

ξ̃ijk
¤
χ̃ij
¤
γ̃ij
¤

§q¨¢�g�5��� À �Z�����Ë¨¢§������9�t���<�n¦T�O���*�#�m���
i, j

Íg�AÑª�m�Ø�n���{�����;���;�Z���;�-� �4°��4���;�

i, j : (Lk − Λ) ξ̃ = D̃k + C2Λχ̃+ γ̃δklev+1,k , (4.12a)

i, j : (Bξ̃) ≡ ξ̃
η

klev+1/2 = 0, (4.12b)

i, j : χ̃− (Hξ̃) = ˜̂χ, (4.12c)

Í À �;��� D̃k ≡ D̃ijk
���Z� ˜̂χ ≡ ˜̂χij

���4��� À �J�����9�����<�n¦Ë���<�n����§©¨ª���E�E¨¢§ç��¨ª�����m�;�
D �n�Z�

χ
¤

Λij =
4

〈∆x〉2 sin2

(
π

2

i− 1

klon− 1

)
+

4

〈∆y〉2 sin2

(
π

2

j − 1

klat− 1

)
,

���Ã� À � õZ¨ª�������;�I�����;���;�-�<�n����¨ª�¯¨¢§ −∇2 Í1��� À 〈∆x〉 ¤ 〈∆y〉 ���;�����m���;��������ÑÜ� À �ç�;���;����Ñª�Ñª���{�OÏä�4���;���Ë���
x
Ïæ�����

y
ÏÐ�������;������¨¢���9²

¿zÀ �A��¨¢¦������{¨ª�J¨ª§z� � ²{«9�¢�¢³æ���

ξ̃k = ξDk + χ̃kξ
χ
k + γ̃ijξ

γ
k , (4.13a)

Í À �;���
ξDk
¤
ξχk
¤
ξγk
���4�Ë��¨¢¦�������¨ª���Ã¨ª§#�9ê�²z� � ²{«9�¢�¢³G§q¨¢�Â���;�����9���������Ë����Ñ À �âÏ À ���Z�M��¨ª�����m�;�

D̃k
¤
C2Λ

���Z�
δklev+1,k

¤��x² �¢²�¤�� À �m°��n���A��¨ª¦�������¨¢���1¨ª§�� À �A�9ê-���F����¨¢���

(Lk − Λ) ξD = D̃k, (Lk − Λ) ξχ = C2Λ, (Lk − Λ) ξγ = δklev+1,k (4.13b)

�4�;�����9���������;¦�°�²EÌØ§q���;�k� À �;���M��¨¢¦�������¨ª���D�n���E�����9�m��¥Z�9�u¤T� À �M��������������������¨ª�$¨ª§ç� � ²{«'h��¢³
���-��¨Ü�m¨ª�Z��������¨ª���Ø� � ²{«9�n��³�¤�� � ²�«5���5³����;����¦����a���¯�Ø�ÐÍz¨�ÏÐ�����E�;������¨¢�Z��¦Z¦������5�n�a�4°��4���;��§©¨ª�
χ̃ij

���Z�
γ̃ij

i, j : χ̃(Bξχ) + γ̃(Bξγ) = −BξD, (4.14a)

i, j : χ̃(1−Hξχ)− γ̃(Hξγ) = χ̂+HξD. (4.14b)
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�O¨ª¦�������¨¢�M¨¢§�� À �{�Â¦��{���5�n�Â���m�Ã�ª�m�m¨¢�E��¦{��� À �;�Â� À �g��¨¢¦�������¨ª�E¨¢§�� À �g�;¦�¦{�������{�g�4°��4���;�÷���Z�
�n¦���¨ªÑ¢�m� À �;�Ë��� ��¨O�m�Ø���;�m¨¢�M��¦{��� À � À �çÍ À ¨ª¦{�k�����E��Ïä�4���;��������ÑE����¨����9�������¢²
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1 + ∆t2+N

2
klev+1/2

,

§q¨¢¦�¦�¨5Í1����ÑB§q��¨ª� ��¨¢���Z�Z���â°��m¨ª�Z��������¨¢�$� � ² £¢³�²
õ�¨¢�u��¨¢¦�������¨ª�å¨ª§O�9ê-���F����¨¢���Ã� � ²{«'h��¢³�¤9� À �Â�m¦{�;�M�;�-�t�n�4° Ò ���������ß���A�;¦{���E�����F����¨¢�å�M�m� À ¨O�
���Â������¦{���9�u¤ª�����4���5���D¨ª§Z���������{¨ª���9¤ª�E¨ª���I��¨ª� À ���4���{�9�n���9�D�;��Ñ¢�m�-���9����¨¢�g�Q��¨¢���B��¦O�E¨O���F³
�n�����4¨-��� À ¤¢�����9�D���Bã?��¦{�;�4�ß���E�;�����A���8Ú������{ÁD���Z�MÈgÙOÙª�÷��¡¢¡�«¢¤�ÈgÙOÙª�÷���Z�M�8Ú������{Á
��¡ª¡��¢³ �F²
!�B{�/�rþ��mþâý�Mªÿ�üFþÃþ���u�þ��"��þ��Éÿ���ý5�����Fý��"���ÐüAü:�����øÿ��{�������5þE����#%�F�8&®$ªþ��5þ4þ�#5þ�#%���%@j�9ÿ��5ýxþ M!��ü5þ/�ÿ�üFþ{#_�"�F�����E�"@`���mÿ�þ8u�ý���ÿ��G�"�F���
�Ðü_�"�Qþ��#"n$ªþ����"�æþ/�>�����äü+���<ý�u�þ9*Í�<ýxþ/�5����Ïâþ%$'&(&(&D�_�ã��ýI���<ý�u�þâý313M�ÿäü:��ÿÿ�üFþ��8�5ý-� ��ÿ��5ýxþ5�"@Oÿäü5þ9#_�"�F�����[�/���:�_�tÿL$¢þ����"������#5þ4ýxþ�#®���{�E���+�����=�ªþ4ýQÿ��Fý�$6��ÿ��G�"�®��� &�����ýxþ M!����#=M

���"���Qþ/H'�5þ/��ÿ��;&'M5ÿäü5þ5�:�"�5ý�� þâýuÿ�ý�������@A��ý��þ���
y
7�#�� ýxþ��Ðÿ���� �[$ªþ��8�"�æþ������ � ������#=Q

��«



) *
¼�é �g¹G¾;½���ì×¸{�?�r¸��

¿zÀ �*��¨¢� À °�����¨ª���<�n���ß�Ü���;�M��Ïä���E��¦��ß�����Ø���m�E��ÏÐÊ��nÑ¢������Ñª�ß���8��� À �;�E�ª¤#���;���m�������9���{�J� À �
���4�m����¨¢���1���;������¨¢���9¤����1���9��¦��Kbm�9���O���E�;�4�ß�9�n¦�¦�°����g� À �A��á����;�����{¨ª�J¨ª§�� À � À °����4¨¢�4�t�F���{�
Æ ÇÉÈËÊTÌk�$² ¿gÀ �k���;���n�4��������Ïä��¨ª�{���1�9�n¦{�m��¦ß�n���{¨ª�J��¦�Ñª¨¢�4��� À �E�g¨ª§�Æç����Çâ��Êé���4�ç�¯�n�{��Ï
�<�������9�ë�m¨¢�M��¦{�m���;¦�°-² ¿gÀ �g���4��Ï��n�Z�D�#¨ª�4�4Ïä���4¨��m�;��������ÑA§Q���m��¦{�������;�Ã���4�1�n¦���¨k�m¨¢�M��¦{�m���;¦�°
� À ¨¢���Ë¨ª§�� À � À °�����¨ª�4�t�F���{�1Æ ÇâÈËÊTÌk�$¤��n�Z�ë� À �Ë¦ß�n���;�<�n¦Z��¨¢���Z�Z�n�4°D�����5�F���E�;���Ã���Â� À �
�<�n�E�A�n�IÍg�m¦{¦?�`� À �kök�;�����;��d���¨ª���Z�Z�n�4°¯���;¦ß�Fá��n���{¨ª�/��� À �m�E�F³�² ¿gÀ �ç�O���E�m���{�9��¦r�m¨O���
���Z�m¦��Z���;�E�n¦{¦Ã� À �e���4�m����¨¢���ë�4���|i Ð À °�����¨ª�4�t�F���{��ãÂ��¦��;�4�q�n�i��á���¦{�{�m���ë�<� À �;�E�¢¤aãÂ��¦{��Ï�4�q�n� ���m�E��Ïä���E��¦��{�m������� À �;�E�¢¤gÊ���Ñª�<�n��Ñª�q�n�ñ���m�E��Ïä���E��¦��{�m���e��� À �;�E�¢¤Ë���Z�ñãÂ��¦��;���ß�n�
ÝØÆñ��á���¦��{�m���g�n�Z�¯���;�E��Ïä���E��¦��ß�����æ������Ïä�E¨����m¦{�9¤O���Z�m¦��Z���9���n�æ¨ª������¨¢���ÃÍ À �ß� À �¯�;°E���
�âÍ1����� À �9�M¨¢�
ÕF¨!i×² ¿gÀ �Ë�O���E�m���{�9��¦��m¨O��� À �n�æ�k���n�<�n¦{¦��;¦Z���5�n¦{�cb5�F����¨¢�B¨ª�E� À � ÊT���O��áOÏ
�m¦����4���m���k� ¿ ���â���/ÖØ�����;�â�¢�F��¨ª�4°B��¦{���4���;�9¤�ãa�8Æ Ç?§`�ª�m��¦����Ð°�¤������B� À � ¿ ���â��� Ô �������;�4�����Ð°
ã?�-������¨ª���E�;�-�<��¦ZÇä���4�����������!d �Ã�m¦{���4���;�9¤O�n¦{¦��{�¯ãÂ�4��¨¢���ß�¢³�²?Çä�E�������Z�m����¦��¢¤�� À �Ë�-���E�;���{�9�n¦
�m¨O���D� À ¨ª��¦{�JÍz¨¢�4Á�¨¢�\�n¦�¦Â�n��� À �����9�������4�;� Í À �{� À �n���*��������¨¢�â���9���-°8Æ ÇÉÈËÊTÌk�$²#Çä�
� À � §©¨¢¦�¦�¨5Í1����ÑZ¤O��¨¢�M� ����¨5��������¨ª����¦����m����¦����z���4� �����;���;�-���9�u¤-� À � �����4��¨¢���Ø¨ª§#Í À �{� À �{�
��¨e���;�M¨¢���4���<�n���å� À �*�m¨ª�E�����<�n����¨ª����¦��mèB�m�{�;����°8�n�Z�����4�9�m�����{¨ª�Û� À �n�<�������;�4�{�4���{�m�Ø¨ª§
� À �¯ÝØÆÞ��Çâ��Êï�E¨O���;¦x²EÌØ¦�¦a�4�;����¦����*���4�E¨ª���t�n�{���9�\Í1��� À ÝØÆÞ��Çâ��Ê"���;�4����¨ª�\Í À �{� À
À �n�Ë���;�;�J��¨ª�4���9�/��¨M¨ªèB�m�ß��¦�Æ ÇÉÈËÊ~Ìç�¬���;¦��5�n���Ü±�² � ² ¡�²

+E�8� ,e×�©.- ©./�Ø}¡æ¥�¡½¯|£�¬®­C£�¥9×Ù©�¡|©0��¡|¥�ö1
�¦

¿zÀ �E������¨¢§a� À �ë�E¨����m¦Â�tá����;�����E�;�-���A���B�4«5³Ø���;����Ñ¢Ñª����ÑZ¤��n�Z�"�x��³ �M¨����;¦Âê-�Z��¦����É°
�m¨ª�-����¨ª¦�²JÇÐ�$� À �;���¯��á����;�����E�;�����ë�ª���ß�n���n���ß�¯�4�<�n���{¨ª���n�4°ÉfZ¨9Í ���mÑ¢���E�;�*¨5���;�ÜÑ¢�����;�
¨ª��¨ªÑª�<�n� À °"���4�J�4���Z���{�9�ï�n�Z�ï�m¨ª�E���n���9�i��¨\� À ��ÁO��¨9Í � �n����¦�°O���ß�9�n¦1��¨ª¦{������¨¢���B¨ª§
� À � ¦��{���5���4�{���9�¯��°����n�E�ß���5² ¿zÀ �1¥Z���4�Ã���;�4�I��á����;�4���E�;�-�z�m¨ª�-�<�������z� À ��Ñ À Ïä���;��¨ª¦{�����{¨ª�
�����ß�����F���{�e�����D��¦ß�F����¨¢�$Í ��� À �n�4����¥��m�ß�n¦z¨ª��¨ªÑ¢����� À °ò���Z�i�n�"�n�4����¥Z�m�q�n¦æ�{�������q�n¦æ���<�n���
Í À �{� À ¤ À ¨9Íz�m���;�;¤ �{��ê-�������×�m¦�¨¢���\��¨i� À �\�4�5��¦����É°�²�õZ¨ª�/¨ª��¨ªÑ¢����� À °�¤ç���/�������n¦�¤ç�
d ô(����� À ¨¢§�ÌØÑ¢���m����d Ï��Ð°����A�{��¨ª¦q�F���;� À ��¦{¦T���;�â���;�zÍ1��� À � À �A¨¢�4¨¢Ñª�<�n� À °�§q���Z������¨ª�

h(x, y) =
h0

[1 + (x/ax)2 + (y/ay)2]s
, (4.1)

Í À �;���
h0

�{�å� À �B�E¨¢���-�t�n�{� À �;�{Ñ À �ë�n�Z�
ax, ay

�n���E� À � À �n¦{§ßÏxÍ1�{��� À �*¨ª§æ� À � À �{¦�¦
�n¦�¨¢��Ñë��¨O¨ª���������n���A�5á��;�9²�ôÒ�Ø�����

s � «ª² £kÍ À �;�e��áZ�n�E�����{��Ñ�fZ¨5Í(¨F�¢�;�g�n�e����¨ª¦ß�n���9�
�M¨¢���-�<�������n�Z�

s � «ØÍ À �m�J¦�¨O¨ªÁO����Ñ¯�n�1¨ª���å�����E�;������¨¢�Z��¦}fZ¨9Í^Í ��� À
ay = ∞ ²¿zÀ �Ü�{�������q�n¦��4�t�F���Ü���Ø� À �����ª�t���;���cb;�9��Í1��� À � À �Ü���;§©�m���;�Z�m�Ü���;�E���;���n�������
T 0(p)

¤#�n�Z�
Í1���Z�

U(p)
¤OÍ À �{� À ���g�{�������ß�n¦{¦�°e�t�nÁ¢�;�/���Z���;���;�Z���;�-�1¨ª§

x, y
��¨O¨ª���������n���;� ������� À �;�

�ª�



0

5000

10000

15000

20000

25000

0 100 200 300 400 500 600 700

H
ei

gh
t (

m
)

U (*10 m/s)
P (kPa)

θ (K)
T (K)

N(*104 s-1)

õ���Ñ¢���4�J« Ð �a�;�4���ß�;��¦Â���4¨ª¥Z¦��;�å¨ª§ÃÍ1���Z�
U
¤~���4�;���������

p
¤~��¨����;�����ß��¦?���;�E���;���n�������

Θ
¤

���;�E���;���n�������
T
¤����Z�w�I�����-�4Ï��AÚn�{�<Ún¦ß�Ü§©���9ê����;�Z��°

N
���e� À �Ø��á����;�����E�;�-�IÍ1��� À �n�4����Ï

¥����q�n¦T¨¢�4¨¢Ñª�<�n� À °�²

�6h



0

200

400

600

800

1000
0 20 40 60 80 100 120 140

p,
 h

P
a

x, km

vz: d(vz) = 0.05 m/s, h = 0.1 km, ax = 3 km, zlev = 200, dz = 0.1 km, dx = 0.55 km

0

200

400

600

800

1000
0 20 40 60 80 100 120 140

p,
 h

P
a

X, km

HIRLAM, Vz: D(Vz)=0.05m/s,ax=3km, h=100m, MLEV=100,dx=.55km,dt=30s,600 steps
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��¨9Í1��Ïä�������5�n� ÍË�;����Ï������������;� �F�Ø�n¦{¦x²

+E��� �þØ�¥�×�ü6­I©9°t«[£�¯�£3©9° Ø � ö%Ø�¡�£8¤ªØL°9¯|±

¿zÀ ��§q¨¢¦�¦{¨9Í1�{��Ñé���;������¨¢�"���4�;���;�-���M�������;�<�n¦g��á����;�4�{�E�m�-���ëÍ1��� À ���5�n¦g¨¢�����;�â�¢�F����¨ª����¦
���������ß��¦~���Z����¨¢���Z�����â°/�Z�n�<��² ¿gÀ �k¨¢���������Ë¨¢§GÝØÆ ��Çâ��Êé���1�m¨ª�E���n���9����¨BÆç����Çâ��Ê
�4�;����¦����æ�n�Ã���;§q�;���;�Z�m�Ë�E¨����;¦x² ¿zÀ �ØÆç�E��Çâ��Ê À �n�Ã���;�;�MÍ �{���;¦�°M�����9�E���B¨ª���;�<�F����¨ª����¦
�;��������¨ª���E�;�-���æ�n�Z�E�9���E��� �m¨ª�����{���;���9�¯�n�I�ØÍz�;¦{¦�Ï����m�����9�E�E¨O���;¦x²a�O�{�M�{¦ß�n�����É°ë¨ª§�� À �
�4�;����¦����æÍ1��� À Æç�B�E¨O���;¦r¨6ir�;�4�1� À ��Ñ À ���;Ñ¢�4�;�k¨ª§~���m¦{�ß�n���{¦����É°/�n�Z�e�{� À �;���ç���mÑ-�n�����9�
�n�Øê-���n¦����Ð°��E�5�n�������¢² ¿gÀ �Ü�����9����¥��*�ª���������{¨ª���n¦���¨ª� À °�����¨ª���<�n���ß�*�n�Z� À �{Ñ À ���;��¨ª¦{��Ï
���{¨ª�8�"ir�;�����ç�4�9ê-�������ë���;�;���;�ç�4���Z���{�m�A���Z���D�Z� À �M¨¢�4�D��¨ª� À �������{�9�n���9�����;�4��¥��9�F����¨ª�
�M�m� À ¨O��¨¢¦�¨ªÑ¢���;�Ø�������n���A¦��;§q�Ë§©¨¢�g§©���4� À �;�Ë�4�;���5����� À ²
¿zÀ �DÝØÆ���Çâ��Ê}�����ß�����F���{�Ü�m¨¢�4�AÍ1�n� ���-���;�4����Ñ��n���9�J�{�J�äÍg¨¯�9�n���;� Ð Çä���E¨ª���-�<������¨ª����4�;Ñ¢��¨ª�JÍ ��� À ���;��¨¢¦������{¨ª�\£�² £EÁO���n�Z�����8¦{¨9Í1¦q�n�Z�8�m¨ª�Z�������{¨ª��� Í1��� À �4�;��¨¢¦�������¨ª�Sh�²Gh
Á-�J²ÞÌ1���������{¨ª���n¦{¦�°�¤ç¨ª���;�<�F����¨¢���n¦A���;�4§©¨¢�4�¯�n�Z�m�ÛÍ1�n���m�ª��¦����F���9�R���ù�Ò�ÐÍz¨òÍz�;�;Á
�m¨ª�-���{�-��¨¢���Ë��������á����m�����E�;�-�9²

4C³Í²C³�´ ÄÝÁI¶'à�ºWÆIÀ<¸>Â º5�L»Dº§¶:À�ÈÉº§Â
¿Sß�ÈÉÁIµ�Â
¿�¸>À-ÂL¼:á
ÌØ�¯���4�������<�n����¦�°E� À ¨ª���;�EÍz�5�F� À �;�a���������n���{¨ª�MÍ ��� À §q¨¢�4�9�9�n���I���������ß��¦������E�Ø�F�æ¡ª¡ Ò � ¿
£F� À ÌØ��Ñª�����e��¡ª¡`h×�{�B�M¨����;¦�¦��9�u² ¿gÀ �����;��¨ª¦{������¨¢�ï¨ª§Ø� À �J�E¨O���;¦1��¨¢�¯�n���ï���e£�² £
Á-�J¤#Ñ¢���{�8���cb;�D�{�ë«5£�±Fáu«5£�±e��¨¢���-���5¤}h�«D¦��m���;¦��9² ¿zÀ �ë� À °����ß�m�ç���k�âÍ ���<� À �9�Û¨ª�T² ¿zÀ �
§q¨¢�4�9�9���4�A���;����¨��\���Ü� �/À ¤��n�Z�Û� À �D�����E�M�4���;�\�{� � �E���O�����;�9²DÌØ���n¦�°O�����k¥Z¦��;�å§q��¨ª�
õ?��ÇÃ¨¢���;���n���{¨ª���n¦~§©¨ª���9�;���4�1�E¨O���;¦��n���A�����9�J�n�1���������ß��¦��n�Z�/��¨¢���Z�Z���â°�¥Z�;¦{���9²
¿zÀ �1�4�;����¦����Ã¨ª§�� À �Ë�E¨����m¦{¦�����ÑÜ��á����;�4�{�E�m�-���I�����Ë�����;���;�����9�E¨ª�BõG��Ñª�����;��hçÏG£�² ¿zÀ �

�ª£



õ���Ñ¢���4�Ùh Ð ���9���8���5�5ÏÐ¦��m�¢�;¦�������§Q���m�*�����;���������Ü�{�\� �eÀ Ý1¨ª�âÍz�;Ñ¢�ß�n�8§©¨¢�4�9�9�n���k�n�k£�² £Á-� �4�;��¨¢¦�������¨ª��Í1��� À�� �E���O�����ç�����E��Ïä�4���;�u²ÂÊT�;§q� Ð �J�5�n�����5�*¦��m���;¦u�����;���������76��4�{Ñ À � Ð�O����§Q���m�A�����;���������å���ji#�;���;�Z���å§©��¨ª� � À �ÜÆç����Çâ��Êé���;����¦����

Íz�5�F� À �;�k���������F����¨ª�×���;���4�;���;�-���å� À ��Ñ À �����;���������ë�4°��4���;��¨F�¢�;�Ü���9�n�Z�������9�O�q��² ¿zÀ �
���;�4§©¨ª���¯�n�Z�m�ç¨¢§T� À �AÝØÆ ��Çâ��Ê×¨5���m�z�E¨ª���-�t�n����¨¢���1�n���9�/�xÝ1¨ª�âÍz�;Ñ¢�ß�n�/�E¨ª���-�<�������t³
���Ë�m�ª��¦����F���9�u² ¿zÀ �A¦��;§q�Ë�������m¦T¨¢§~� À �AõG��Ñª�����%hë� À ¨5Í1�Ë���4�;���������A�4�9���Z�m�9����¨M�E�9���
���5�ë¦��m���;¦T¨ª§�� À �*ÝØÆ���Çâ��Ê$§©¨ª���9�9�n�4�Ø���Z�/� À �Ü���ji#�;���;�Z���Ü§©�4¨¢�>Æç����Çâ��Ê$���1¨¢�/� À �
�4�{Ñ À �Ø�Z�����;¦x²gÌØ�çõ���Ñ¢���4��hB���;�E¨ª���4���<�F���m�5¤Z� À �å�����4§Q���m�*���4�;�������4�Ü¨¢§aÝ Æ �E¨O���;¦��{�
�n�����4¨5á����¯�F���;¦�°\«A�*� À ��Ñ À �;�Ë¨F�¢�;�g� À �A�E¨¢���-�t�n�{���5²
¿zÀ �ë§q¨¢�4�9�9�n�����9�Û¦�¨5Íz�;�4�k¦{�m�¢�;¦����;�E���;���n�������/�xõ���Ñ¢���4� � ³ ��¨-�;�k��¨��å���ji#�;�ç§©��¨ª��Æç�
��Çâ��Êe�4�;����¦������E¨¢�4�Ã� À ��� ± «¢² ¡98 ¨ª�ë�;���;����Ñª�¢²GÆ1¨9Íg�m�¢�;�9¤n���9�n�4���;�4�9�Ü���#¨�����¨ª§����¯�n¦�¦�n���5�n�9¤FÍ À �;�4�æ� À �I���;�M���;�<�F�����4�z���ci#�;�4�;�Z�m�;�?�4�5�ª� À h98M¤���¨ç��á����4�5²�õG��Ñª�����g£Ø���;���ß�����
�m�4¨¢���âÏä���9������¨ª�é¨ª§

u
�m¨ª�E��¨¢���m�-�å¨¢§a� À �DÍ1�{�Z�Û�t�nÁ¢�m�×���é��¨ª��� À Ïä��¨ª�4� À ���{�4�9������¨ª�Ò�F�

±�² ¡¢ã ¦{¨ª��Ñª�����Z���×�xÆ ÇÉÈ1ÊTÌk� ��¨��t�F���9�Ò�m¨O¨ª���������F���;�t³�²ÛÇä�òÑª�;���;����¦x¤G� À �e���ci#�;�4�;�Z�m�;�
¨ª§ÃÝØÆ������\Æç�/�E¨����m¦{�k���4�*���B��¦�¦~Í1��� À � À �*�tá��m�;�����{¨ª�Û¨ª§Ã�B���¯�n¦�¦��4�;Ñ¢��¨ª�Û����� À �
��¨ª���Z�Z�n�4°×¦ß�9°¢�;�Ü���5���å�E¨����m¦Ã�9ê-�Z�n��¨¢�AÍ À �;�4�E� À �¯���ci#�;���m�Z�m�¯�4�5�ª� À �;�D��¦��E¨ª���¯«;¡
�]Õn�9² ¿zÀ ����¦q�n��Ñª�ÂÍ1���Z�Ü���ci#�;�4�;�Z�m�Ã�����9�n�����;�å�-°Ü�z���B��¦�¦�ÏÐ���9�n¦��a°��m�����;¦ß�F�������;¦�°A�4����¨ª��Ñ
Í1���Z�MÑ¢���4�a�{�M� À �{�a�������¢¤�Í À �{� À �{�a���4�;���;�-�a�{�¯Æç�*�E¨����;¦Z�����a¦ß�ª�<Á-�Ã���M� À �1ÝØÆñ�9�n���¢²
Ç��¯���B��¨¢��������¦{�8�m¨ª�Z�m¦��Z����§©�4¨¢� õG��Ñª�����;�UhÛÏë£\� À �F�¯Ñª�;���;����¦�¦�°}� À �8ÝØÆ��n�Z�}� À �
Æç�B�E¨O���;¦��g����¨O���Z�m�k���{�M�{¦ß�n�g§q¨¢�4�9�9���4���g� À ¨¢��Ñ À ¦�¨O�9��¦r���B��¦�¦�ÏÐ���9�n¦��A���jir�;�4�;�Z�m�;�Ë�9���
�n�����5�n�k�{�\��¨ª�E�E�n���5�n�5¤u�9�n�����;�\�¯�n����¦�°8��°8��¦{��Ñ À ��¦�°Û���ci#�;�4�;�-�å��������¨¢������Ñ/¨¢§Ã¦�¨O�9��¦
§q��¨ª�-�����Q�4�;Ñ¢��¨ª���MÍ ��� À �����;�;� � À ����Ñª�F³D¨¢§Ø�E�m���;¨¢�4¨¢¦�¨ªÑ¢�{�9�n¦Ë¥Z�;¦{���B�-°"Æç�}���Z� Ý Æ
�M¨����;¦��9² ¿zÀ ���a�M�5�����?� À �n�ÃÝØÆñ��Çâ��ÊJ�m¨¢��¦{�ë���g�����9�E���Ã�Ø§©¨ª���9�9�n�4�a�E¨O���;¦OÍ ��� À ¨ª���

��±



õ���Ñ¢���4� � Ð ÊT¨9Íg�;�4�M¦��m���;¦æ���m�E���;�<�F�����4�/���ï� �\À ÝË¨¢�ÉÍg�;Ñª�ß���}§q¨¢�4�9�9���4�B�n�B£�² £8ÁO��4�;��¨¢¦�������¨ª�JÍ1��� À¢� �M�{�-�����å�����E��Ïä�4���m�T²gÊ~�;§ß� Ð ¿ �;�E���m�<�F�������76�����Ñ À � Ð ¿ �;�E���;���n����������ji#�;���;���m�å§©�4¨¢� � À �ÜÆç�/��Ç4��Êé���;����¦����

õ���Ñ¢���4�Ü£ Ð �Ã�m�4���{�9�n¦~�m�4¨¢���âÏä���;������¨¢��¨ª§�� À �ØÍ ���Z�J��¨¢�E��¨ª���;�-�
u
����� �MÀ Ý1¨¢�ÉÍg�mÑ¢�ß���

§q¨¢�4�9�9���4�A�n�A£�² £BÁO� ���;��¨ª¦�������¨¢��Í1��� ÀS� �E���O�����Ü�����E��Ïä�4���;�T²çÊT�;§q� Ð �Ã�m�4���{�9�n¦?�m�4¨¢���âÏ
���9�����{¨ª��¨¢§

u
6��4�{Ñ À � Ð ö �;�����â�����4�å¨ª§ u §q��¨ª� � À �å�m¨¢�4���;����¨¢�����{��Ñ¯Æç����Çâ��Ê\Í ���Z�

�¢ð



õ���Ñ¢���4�¯± Ð �O����§`�ª�m�E�����m�������4�E�{�ïhª± À ã?�4��¨ª���q�n���aÏÉ���4�5�/§©¨ª���;�9���4�D�F��h�²�h/ÁO�����;�âÏ
¨ª¦�������¨¢��Í ��� À ��² £B�E���O�����Ü�����E��Ïä�4���;�T²kÊT�;§q� Ð �O�5�¯¦��m���;¦������;���������¢²AÈg�{Ñ À � Ð �O����§`�ª�m����4�;���������å���jir�m���;�Z�m�A§©��¨ª� � À �ÜÆç����Çâ��Êé���;����¦����9²

���4¨¢��¦{�;�M�5¤a�����M¦�¨��9�n¦g�"i#�9�����¯�n�Z�}���ci#�;���m�Z�m�;�E§q��¨ª� Æç�$�E¨O���;¦x¤Ã�E¨ª�4�M����¨ª���n��¦�°
�4�;����¦����{��ÑM§©�4¨¢� ���jir�m���;�-�g���-���;���ª�����{¨ª�/¨¢§�Æç���n�Z��ÝØÆR�E¨O���;¦��zÍ1��� À � À �~d � À °����ß�m��d�¤
�n���A���-���;���;�4������Ñ¯�n�Z�/���9ê-���{�4�Ü�ª����������¨ª����¦T�4���Z��°�����Ñ�²

4C³Í²C³�² �g¼"¿�ÁIÂ�À�¸>Â;:)Ên¸N¶_ºW¸ãº5�L»Dº½¶:À�ÈÉº|Â
¿_¼¢ß/Ç�Á½à]Ç�¸
Â{Ë�¼:á
ã�á����;�����E�;�����9¤Z�����E��¦q�n�Ë��¨E� À �å�����m�O�{¨ª��� �9�����¢¤�Íz�;���å�9���4�����9��¨¢���1¨5���;� �M�4�;¦ß�n�������m¦�°
f��F�Ü���4�5��²MÈg�;§q�;���;�Z�m�M� À °O���{�m�çÍË���A���Z�m¦��Z���9�u² ¿gÀ �E�Z�F���DÍË�n�Ü���4�������<�n����¦�°Û� À ¨¢���;�
��¨Ü���kðF� À �O�;�����;�D���;�æ�ª¡ª¡ � ���Z�¯�)hª± À §©¨¢�4�9�9�n���aÍË���I���4¨����Z�m�9�B�4�t�n�4���{��ÑÜ§©�4¨¢��¡ª¡
Ò � ¿ ² ¿gÀ �B�n���5�e�{�k� À �yh�²�h�ÁO�����;��¨ª¦{�����{¨ª�é�M¨����;¦�¦��{��ÑJ��¨ª�¯�n�{�×�����9�é�n�ÜãÃ�8Æ ÇxÏ
�ë��á����;�����E�m�-�t�n¦ À ��Ñ À �4�;��¨¢¦�������¨ª� Ýgô<2��;�-������¨ª���E�;���Dà$��¨×�9�n¦{¦��9�"ãÂ�4��¨ª���q�n� �aÏ
�n���5�Û��ã ¿ �g³t² ¿gÀ �ëÑª���{�Û�{�Û� À ���å�9�n���M���

186 × 170
��¨¢���-���9¤ � ¡�¦{�����;¦��A�{�Û���;�â���{�9�n¦�²

Ç�������Íz¨¢�â� À �E�;������¨¢������Ñi� À �F�/� À �\§©¨ª���E�;�Jã?��¦��;���ß��� ��ÇE�E¨����;¦k���n���9�R��¨ª�¯�n�{�
Ñª���{�éÍ1�n�

104 × 100
��¨ª���-���9² ¿gÀ ���5¤G� À �e�{�Z�m�4�5�n���e�{�Ò� À ��§q¨¢�4�9�9�n���E�n���5�8�����e��¨

���E��¦��;�E�;���t�F����¨¢�B¨¢§#� À �1�E¨¢�4�1�mèB�m�{�m�-�zÝØÆR��Çâ��Ê8��� À �m�E�1�{�æ����¨ª����h�²GhA�����E�;�Ø�4«ª²´ð
���{�M�;�Ã���B�5��� ÀBÀ ¨¢�4�Kb;¨ª�-�<��¦����{�4�9������¨ª��³�² ¿gÀ �Ë�����E��Ïä�4���;�E���E� À �{�Ã��á����;�����E�;�-�ÂÍË���I��² £
�M�{�é�4«5£�¡M�t³�²
Çä�*õ���Ñ¢�����I±Ø�n�Z�DðO¤F� À ��hª± À �Û��Ê¯������§Q���m�Ã�����m�������4�æ���Z�å¦�¨9Íg�m����¦��m���;¦¢���;�E���;���n�������
�n��� �����m���m�-���9�u²?ÊT�;§q�æ���n���;¦��æ� À ¨5ÍRÝØÆ^��Çâ��ÊÛ§q¨¢�4�9�9���4�g�����¯�4�{Ñ À �æ���n���;¦��æ���;���4�;���;�-�
���ji#�;���;���m�;��§q��¨ª� ÆØ�å��Çâ��ÊB§©¨ª���;�9���4�5² ¿gÀ �a���jir�;�4�;�Z�m�;�TÍ1��� À � À �IÆç�A��Çâ��ÊB�E¨O���;¦���¨
��¨��a�tá��m�;�9�ë�{�ë� À �Ë�m�����4�;�-�a¦�¨9Í ¦ß�n�Z�E�9�n��� ± ¡�²´ð �D�ë���E�����4§Q���m�Ë�����;���������¢¤-�n�Z� ± «¢² £

��ì



õ���Ñ¢���4�Eð Ð Ê~¨9Íz�;�4�k¦��m���m¦����;�E���;���n������� T40

���Éhª± À ã?�4��¨ª���q�n�É�aÏÉ���4�5�¯§©¨ª���9�;���4�å�F�
h�²�h×ÁO� ���;��¨ª¦{������¨¢�"Í1��� À ��² £×�M�{�-�����������E��Ïä�4���;�T²�ÊT�;§q� Ð ¿ �;�M���;�<�F�����4�¢²RÈg�{Ñ À � Ð¿ �;�E���;�<�F�����4�å���jir�;�4�;�Z�m�å§q��¨ª� � À �ÜÆç����Çâ��Ê$�4�;����¦����9²

õ���Ñ¢���4�Bì Ð �a�;�â���{�9��¦a�m��¨ª���âÏÐ���9�����{¨ª�é¨ª§I� À �DÍ ���Z�é�m¨ª�E��¨ª���;�-�
u
�{�ïhª± À ãÂ�4��¨ª���ß���

�ÂÏâ�n���9� §©¨ª���;�9���4�a�F�5h�²�h ÁO���4�;��¨¢¦������{¨ª�*Í1��� À ��² £ �E���O�����I�����E��Ïä�4���;�T²�ÊT�;§q� Ð �a�;�â���{�9�n¦�m�4¨¢���âÏä���9������¨ª�Ò¨ª§
u
6aÈg�{Ñ À � Ð ö �;���n�4�������B¨¢§ u §©�4¨¢�¬� À �¯�m¨¢�4���;����¨ª�Z���{��ÑÛÆç�Ò�OÇ4��Ê

Í1���Z�u²

��­



o
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�m¨ª�E�����<�n���{¨ª�¯�n�Z�E�m¨¢�M�D�����{�9�n����¨¢�B�m¨ª�����a�{�a�4¨¢��Ñ À ¦�°ë� À �Ë�<���M�Ë§©¨ª�a��¨�� À ��� À �;�M�;�9²
¿zÀ �ÜÝØÆ���Çâ��Ê$��� À �;�M�å�4�9ê-�������;�å«¢² £D�����E�;�Ë�E¨ª���å�m¨ª�E�����<�n���{¨ª���n¦~�4�;��¨¢�����m�;�Ë� À ���
Æç�/��Çâ��Ê×Í À �;�/� À �k�����E��Ïä�4���m�����1�9ê�����¦x²
Ç��g¨ª��Ñ À �z��¨ë���k��¨ª��������¦��A��¨ª�E�ç§©���4� À �;�z���Z�m���5�n���k¨¢§~�mèB�m���;�Z��°�¨ª§T� À �AÝØÆ^�m¨O���k�-°
�M�5�����Ë¨ª§G�m¨����å¨ª�������E�cb5�n���{¨ª�T²

F � º*·�½�ì;¼��~¾mº*·��

ô$�A�m¨ª�����ß���;�z� À �AÝØÆ ��Çâ��Êé���m���;¦�¨ª���E�;�-� �n�g� À �A�m¨ª�E��¦��m���9�e�t�n��Á�² ¿zÀ �k�4�t�n���{¦����É°
�n�Z�ò� À �������E�/�����;�"� À �n�<�������;�4�{�4���{�m�E¨ª§ � À ������Í �E¨����;¦1�n���/���9����¨ª������¦��¢²ïóæ¨ª�ëÏ
���n������¨ª�éÍ1��� À � À �m¨¢�4�m���{�9��¦Ã�4�;����¦������Q�M¨¢�����t�n�{�ãfZ¨9Í �t³�¤G���AÍg�;¦�¦æ�n�åÍ1��� À Æç�Ò��Çâ��Ê
� À ¨9Í1�k� À �n�åÝØÆ���Çâ��Ê}�{�k���m¦{�ß�n��¦{�E���Z�Û�4�5�ª��°�§©¨ª�å�n����¦��ß�9�F����¨ª���5² ¿zÀ �ë���Z�m���5�n���M¨ª§
�m¨ª�E�����<�n���{¨ª���n¦#��è¯�m���;�Z��°B���æ�������4�t�n�-���q�n¦��{�e�m¨ª�E���n������¨¢�EÍ ��� À ãÂ��¦��;���ß�����;�����ç���Z�
¦�¨-¨¢ÁO�Ë���5�n��¨¢���n��¦��å���J�m¨¢�E�Z���4�{��¨ª�/Í1��� À Æç����Ç4�OÊ$���������E��¦ß���Ë�m¨¢�Z�������{¨ª���9²
óI�����4�;�-��¦�°�¤O� À �AÝ Æ �OÇ4��Ê\���z���E��¦��;�E�;�-���9�/�n�æ� À �k�����q�n���F���{�k�m¨ª���ç����ã?�4��¨¢���q�n�Ý�aÏ
�n���5�ë�E¨O���;¦I��h�²�hMÁO� �4�;��¨¢¦�������¨ª�T¤�Ñª���{�é«9ìª±nár«Fðn¡�¤ � ¡E¦��m���m¦{�t³�²g�O���Z�m�åÌØ��Ñ¢���4�Ø�ª¡ª¡�£�¤
� À �DÝ Æ���Çâ��Êò�m¨����å�{�1��¨¢�â���9����¨E� À �å¦q�F���m��� ¨�è¯�m�ß�n¦GÆ ÇÉÈËÊTÌk�����;§©�m���;�Z�m�å�¢�;������¨¢�
±�² � ² ¡�¤����Z�ë�����?�����;¨ª���;�<�F����¨ª����¦����;�4������Ñk�{�Â¦ß�n���Z� À �9�E�F�ÃãÃ�8Æ Ç<²�ÌØ�G� À �g���4�;¦��{�M�{���n�4°
�4�<�n�����4���{�9�n¦u���;�4������ÑE�4�m���5�n¦��5¤�� À �ÜÝØÆgÏä���#�;�m��¥Z�A�"i#�9���1���1�E¨O���;�<�F���Ü�F�Ë� À �;���A���;��¨ª¦{��Ï
���{¨ª���Ü§©¨ª�å� À �BÑ¢�����m�Ò� À °����ß�9�n¦Ã���n�<�n�*���m���cb5�n���{¨ª�ò���Z�é¦�¨9Í ¦ß�n�Z���D�m¨ª�Z��������¨¢�T²��J¨ª���
ÝØÆ���� À �;����¨¢���çÍ ��¦�¦Â���E��á����;�����9�$�F�A�¢�;�4° À ��Ñ À �����F���ß��¦Â�4�;��¨¢¦�������¨ª���¯�x¡�² £¯ÏÜ«mÁO�J¤
«;¡ª¡�¦��m���;¦��t³�¤~�{�\Í À �ß� À �9�n���¯ÝØÆ ��Çâ��Ê}Í1�{¦�¦a���¯���������<����¦��E��¨O¨ª¦a§q¨¢�å���m���;¦�¨ª���E�;�-�
�n�Z�\���;�4������ÑJ¨ª§z���tÍ�� À °����{�m�5¤����Z�m¦��Z������ÑJ� À �¯�m¨ª�E��¦���á\���;���������T¤���¨ª���Z�Z�n�4°×¦ß�;°��;�;¤
�n�Z�/�E¨ª�����1�m¨¢�����9������¨ª�T²

G ­IH+°?©J-þ×3ØL«���¤�ØL°9¯|±

¿zÀ ���Ø�{�-�¢�;�4����Ñ-�F����¨ª� À �n�Ø���;�;�Û��������¨ª�4���9���-°�� À �K�[¼"¿_ÁIÂ�À�¸>ÂùÓ�¹WÀ�º§Â{¹`ºML�ÁIµ�Â{Ë{¸§Ê
¿�À�ÁIÂ$���Z���;�ËÑª�<�n�-�Ø£¢ðO«¢«ª²
ÌD²OÊT� À �n�¯�¢�Ü���z��������¨ª�4���9�e�-°E� À � Ü�N À<¼ N Ç N L�ÁCµ�ÂLË{¸�¿�À�ÁIÂ\���Z���;�I� À �k�n�������ß�m�ç¨ª§
� À �OL?À�Â�Â{À�¼P�RQy¹`¸NË{º§È¢åþÁ
·kÓ}¹WÀ�º|ÂL¹`º§¼¢²
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` �8�  C
�¦+±§£�­C±û­I©9°[±`¯§¥9°9¯�±

r0

à¯�<���������1¨ª§�� À �ÜãÃ�n�4� À
g
à¯Ñ¢���9�O���<�n���{¨ª���n¦����;�m�;¦��;�<�F����¨ª�

R0
¤
c0
v

¤
c0
p

¤
κ0 = R0/c0

p

à����â°������1�m¨ª���4�t�n�-���
R
¤
cv
¤
cp
¤
κ = R/cp

àe�M¨¢���4�Ø�n�{�1��¨¢���4�t�n�-���
f � 2Ω sinϕ

à/óæ¨ª����¨¢¦����1���n�<�n�E�m���;�1���Ë§©���Z�t����¨¢��¨¢§�Ñª�;¨ªÑ¢����� À �{�9�n¦~¦ß�F�������Z���
ϕ

` ��� a ©+«?ØL×~­I©9°t±=¯§¥9°9¯|±

T 0(z)
¤
T 0(p)

à¯���;§©�m���;�Z�m�k���;�M���;�<�F�����4�Ü��� �ë§q���Z������¨ª�J¨ª§ À �;�{Ñ À �1¨ª�Ë���4�;�������4�
p0
s � «;¡�«�h�² ��± À 2?�åà��m¦����¯�F��¨ª¦{¨ªÑ¢�{�9�n¦~�E�5�n�����5�FÏä¦��m���m¦T�����;���������
C =

√
R0T 0

à¯����¨O� À ¨ª���{�A��¨¢���Z�������;�9�
N,Nk+1/2

àw�I�4���-�4Ï��AÚn�{�<Ún¦ßÚë§©���;ê-���;�Z��°�¨ª§G�4�;§©�;�4�;�Z�m�A�4�t�F���
S0
k

à¯���;§©�;�4�;�Z�m�A���<�n���A�4�t�F���{�k�4�t�n���{¦����É°
ε
à����9�m�m�-���;�4�{��ÑB�m¨-�mèB�m�{�;���

` �-ô G ¡|Ø�¥�b1��Ø�©�¤�ØC¯§¡§¦ ¥9°t« ­I©E©�¡�«t£8°?¥D¯|Ø�±

t
àB�����E�

∆t
à¯�����E��Ïä�4���;�

∆t± � 1±ε
2

∆t

k
à¯¦�¨��9�n¦u���;�4���ß�;��¦T�������g���9����¨¢�

k
àe���Z����á/¨¢§�§q��¦�¦

η
Ïä¦{�����;¦

k + 1/2
à¯�{�Z���tá�¨ª§

η
À ��¦�§ßÏä¦��m���m¦

klev
à¯�O���D���;�g¨¢§����{���m�4�m���

η
Ïä¦{�����;¦��

η
à
η
àO�m¨O¨ª���������F���

ηk
¤
ηk+1/2

à¯§©��¦�¦��n�Z� À �n¦�§
η
ÏÐ¦��m�¢�;¦{�

klon, klat
àe�-���D���;�g¨¢§�Ñª���{�OÏä��¨ª�{�����1���/á-Ïæ���Z��°�ÏÉ�����4�9������¨¢���

h¢£



i, j
à¯�{�Z����á��;�1¨ª§��¯�n���âÏä��¨ª�{�-���1����áOÏæ�n�Z��°-ÏÐ�������9�����{¨ª�

i+ 1/2
à¯�{�Z���tá�¨ª§���Ïä��¨¢���-�1����áOÏÐ���{�4�9������¨ª�

j + 1/2
àe���Z����á/¨ª§��-Ïä��¨¢���-�1���/°-ÏÐ�������9�����{¨ª�

λi = i∆λ, θj = j∆θ
à/�n��Ñ¢��¦ß�n� �m¨-¨ª���������n���;�1¨¢§G�ë�¯�n���4Ïä��¨ª���-�1���J�4¨ª�<�n���9�

��� À �;�4�{�9��¦~�m¨-¨¢���������n���;�
hxij = cos θj

¤
hyij = 1

àe�4���;���;¨ª�E�m�����{�9��¦T�m¨O�mèB�m���;�-���1§q¨¢�g��� À �;���{�9��¦TÑª�;¨ª�E�m���â°
�xãIóz��ôRõò¨ª����Ñ¢�����F���9��Æ ÇÉÈËÊTÌk�¬��¨��t�F����¨¢��³
xij � r0hxijλi

¤
yij � r0hyijθj

àe� À °O���{�9�n¦~�m¨O¨ª�����{���F���;�1¨ª§?�ë�B�����âÏä��¨¢���-�
∆xij = r0hxij∆λ

¤
∆yij = r0hyij∆θ

6

` � � �íö%Ø�¡|¥D¯§©�¡�±

aηk = (ak−1/2 + ak+1/2)/2
¤

aηk+1/2 = (ak + ak+1)/2
Ïa���;�â���{�9��¦~�9�¢�;�<�nÑ¢����Ñ

axi = (ai−1/2 + ai+1/2)/2
¤

axi+1/2 = (ai + ai+1)/2
Ï À ¨ª���cb;¨ª�-�t�n¦��;���;����Ñª�{��ÑB���

x
ÏÐ���{�4�9������¨ª�
ayj = (aj−1/2 + aj+1/2)/2

¤
ayj+1/2 = (aj + aj+1)/2

Ï À ¨ª���cb;¨ª�-�t�n¦��9�¢�;�<�nÑ¢����ÑE���
y
ÏÐ�������9������¨¢�
〈u〉k = 1

klonklat

∑
ij uijk

Ïæ�;���;����Ñª����ÑE¨5���;�
η
Ïä¦{�m�¢�;¦��gÍ ��� À Ñª���¢�;��¨¢�4¨¢Ñª�<�n� À °

�a�;�â���{�9��¦T���jir�m���;�Z�m�å¨ª���;�<�F��¨ª�
∆ Ð

∆kϕ = ϕk+1/2 − ϕk−1/2

¤
∆k+1/2ψ = ψk+1 − ψk

6
Ò �<�ª���{�;��� ∇a = ix∇xa+ iy∇ya

���Z���������;�4Ñ¢�;�Z��� ∇ · b = ∇xbx +∇yby Ð
• Çä� À ¨¢�4�Kb;¨ª�-�<��¦�¦�°��m¨ª�-�����O��¨ª���1�E¨O���;¦ Ð

∇xa =
∂a

∂x
=

∂a

hxr0∂λ
, ∇ya =

∂a

∂y
=

∂a

hyr0∂θ
,

∇ · b =
∂hybx

hxhyr0∂λ
+

∂hxby
hxhyr0∂θ

,

• Çä� À ¨¢�4�Kb;¨ª�-�<��¦�¦�°������<�����m���A�E¨O���;¦ Ð
(∇xa)i+1/2j =

ai+1j − aij
hxi+1/2jr0∆λ

, (∇ya)ij+1/2 =
aij+1 − aij
hyij+1/2r0∆θ

.

(∇·a)ij =
(hy

x
ax)i+1/2,j − (hy

x
ax)i−1/2,j

(hxhy)ijr0∆λ
+

(hx
y
ay)ij+1/2 − (hx

y
ay)ij−1/2

(hxhy)ijr0∆θ
,

hª±



Æ1¨ª���cb;¨ª�-�t�n¦�¦�°��;���;�<�nÑª�9�������<�m�4�m���AÑ¢���ª�����;�-�9¤Z�������;�4Ñ¢�;���m�*���Z��Ê��n��¦ß�ª�m�ß�n� Ð
(∇xa)i+1/2 =

ai+1 − ai
〈∆x〉 , (∇ya)j+1/2 =

aj+1 − aj
〈∆y〉 ,

(∇ · b)ij =
bxi+1/2,j − bxi−1/2,j

〈∆x〉 +
byi,j+1/2 − byi,j−1/2

〈∆y〉 ,

(∇2
a)ij =

ai+1,j + ai−1,j − aij
〈∆x〉2 +

ai,j+1 + ai,j−1 − aij
〈∆y〉2 .

Çä��¨ª�����4�ß�kÑª�<�����{�;���Ø���Z���������;�4Ñ¢�;�Z���å���
η
ÏÐ�m¨-¨¢���������n���å���4�;���m�-�t�F����¨¢� Ð

• Çä�J�m¨¢�������O��¨¢��� �9����� Ð
Ĝ = Ĝ+ = ∇− ∇p

m

∂

∂η

• Çä� À ¨¢�4�Kb;¨ª�-�<��¦�¦�°��m¨ª�-�����O��¨ª���9¤����;�4���ß�;��¦�¦�°��������m���m���å�M¨����;¦ Ð

Ĝkϕ = ∇ϕk −
1

∆pk
∇p∆ϕηk

Ĝ+
k · v = ∇ · vk −

1

∆pk
∇p ·∆v

η

k

• Çä�Åh�ö �����<�m�4�m���A�E¨����;¦

(Ĝxφ)i+1/2jk =
1

hx
x

[
δxφ−

(δxp)∆ηφ
xη

∆ηp
x

]

i+1/2jk

,

(Ĝyφ)ij+1/2k =
1

hy
y

[
δyφ−

(δyp)∆ηφ
yη

∆ηp
y

]

ij+1/2k

.

(Ĝ+ · v)ijk = (Ĝ+
x u+ Ĝ+

y v)ijk =

1

(hxhy)ij

[
δx(hy

x
u)− hy

x
(∆ηu)δxp

xη

∆ηp
+ δy(hx

y
v)− hx

y
(∆ηv)δyp

yη

∆ηp

]

ijk

,

h�ð



Sk
à¯�4�t�n���{�k���<������¦����Ð°

Wk+1/2,W
0
k+1/2

à��m¨-�mèB�m�{�m�-� �����¢�;�4���ß�9�n¦T�M¨¢�E�m�-����� �9ê-�Z�n����¨ª�
Γk,Γ

0
k

à
�������m�������Ü�������4¨9á��{�B�n���{¨ª��¨¢§�� À �å���-���;Ñ¢����¦u¨¢���;���n��¨¢�Ë���J���m¥Z��������¨ª�J¨¢§ À °�����¨ª�4�t�F���{�
Ñª�;¨ª��¨ª���;�-���ß�n¦

αk, alpha
0
k

àe�m¨O��è¯�m���;�-�1���J���-���mÑ¢����¦T¨ª���;���n��¨¢���
Γk
���Z�

Γ0
k

H à¯�{�����;Ñª�<�n¦T¨ª���;�<�F��¨ª�Ë§©¨¢�1����á��{¦��ß���â°/��¨����;�-���q�n¦
ξ

L àB���;�4���{�9��¦T���ci#�;���m�-���ß��¦T¨ª���;�<�F��¨ª�Ë§©¨ª� �n��á���¦{�ß�n�4°/��¨����;�����ß��¦ ξ
γ
à¯������Ñª��¦ß���Ë��¨¢�����Z���â°/��¨ª�����m�A���-���m�������Ð°

Λ
àeõZ¨ª�������;�g����������§©¨ª��� ¨ª§�� À �åÊ�����¦q���m�ß���

B à¯����¨!lÐ�9������¨ª�J¨ª���;�<�F��¨ª�g��¨M� À �A������§Q���m�Ê��nÑ¢������Ñ¢�ß���/�����E�å���;�4���ª�F�������;� Ð
• �m¨ª�-�����O��¨ª���Ø�ªö Ð

dhkf

dt
=
∂f

∂t
+ vk · ∇f,

• ö �{���m�4�m���Ü�¢ö Ð
dhkf

dt
=
f(xk, t+ ∆t)− f(x∗, t)

∆t
,

Í À �m���
x∗
���g� À �A���4¨!lÉ�9�����{¨ª�J¨ª§G���;���n�4�������A��¨¢���-�9¤�Í À �{� À ���;�4�������F����¨¢�J���

xk
¤

¨¢����¨E�����4§Q���m�
ηk
6

• �m¨ª�-�����O��¨ª���th¢ö Ð
df

dt
=
∂f

∂t
+ v · ∇f + η̇

∂f

∂η
,

ö �{���m�4�m���%h�ö Ð
dkf

dt
=
f(xk, t+ ∆t)− f(x∗, t)

∆t
,

Í À �m���
x∗
���g� À �å���;���n�4�������A��¨ª�{�-�1§q¨¢�

xk
²

` �c+ a ØC¯§Ø�©�¡|©9×3©	�9£8­I¥9×�¬gØ�×8«[±

A(η)
¤
B(η)

à��m¨-�mè¯���{�;�����1¨¢§~���;�4���ß�;��¦~��¨O¨ª���������n���
p ↔ η

���<�n����§©¨ª���¯�F����¨¢�
Ak = A(ηk)

¤
Bk = B(ηk)

p(η) = A(η) +B(η)ps
à¯�����;���������A���

η
ÏÐ�m¨O¨ª���������F���å���4�;���;�-�t�F����¨ª�

pk = Ak +Bkps

p0
k = Ak +Bkp

0
s

hªì



ps(x, y, t)
àe�����4§Q�ª���å���4�;���������

p̂s � exp(−fh/C2)
àe������§`�ª���å���4�;�������4�A���J�4�;§©�;���m�Z�m�å�4�t�F���

χ = ln(ps/p̂s)
àe¦�¨ªÑ-�n����� À �M�ß�k�����;���������®fZ�Z�������n���{¨ª�

m = ∂p/∂η
à¯��¨¢��ÏÐ�����E�;������¨ª����¦~���;�������É°�¨ª§��¯�F�����;�g���

η
ÏÐ�m¨O¨ª���������F���;�

ω = dp/dt
¤
ωk+1/2 ωijk+1/2

àSd ¨ª�E�;Ñ��5Ïä�¢�;¦�¨��m���É°Id{¤������;�9��¨ª§����4�;�������4�å� À �n��Ñ¢�A���
�;¦��;�M�;�-�t�n�4°��n���g��¨ª¦{���M�
η̇ = dη/dt

Ï
η
à-�¢�;¦�¨��m���É°

v
¤
vk
¤Oà À ¨ª���cb;¨¢���t�n¦uÍ1���Z�/�¢�9����¨ª�

u
¤
uk
¤
ui+1/2,jk

¤
v
¤
vk
¤
vij+1/2,k

¤Oàe�m¨ª�E��¨¢���m�-���1¨ª§�� À � À ¨¢�4�Kbm¨¢�-�<��¦rÍ1���Z�/�¢�9����¨ª�
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